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Do nde s

Chuong trinh toén trung hoc ca s duoc trinh bay theo cac chil dé. Trong mdi chil dé cb quy
dinh chudn (mdc do cén dat) vé kién thirc va ki nding tuang ddi chi tiét. Do nhang quy dinh vé thoi
lugng day hoc, méi chi dé dugc phan phéi trong mot hodc nhidu bai hoc cla SGK. Dé giup hoc
sinh THCS ndm viing kién thirc va phuong phép gidi toan, chiing t6i bién soan bo sach -

PHUONG PHAP GIAI TOAN THEO CHU DE

BA sach gom 8 quyén. M3i Idp hai quyén, mt quyéin bao gém cc chi dé S6 hoc (I0p 6), Dai s
(I6p 7, 8, 9), mdt quyén bao gém cac chil dé Hinh hoc.

Séch dugc phan chia thanh cac chuong vai 1én chuong nhu trong SGK. M&i chuang gbm
céc chi dé. Mi chi dé gdm hai phan :

A. Kién thirc cdn nhd. Phan nay rinh bay 16m tit nhing kién thic ca ban va nang cao

céin thiét cho viéc giai todn.

B. Céc dang bai tdp co ban. Dya vao nhiing ndi dung co ban cla timg chl dé, ching

16i dua ra cac dang bai tap dé thuc hanh va luyén tap cac ndi dung phuc vu cho chi dé.

Trong mdi dang bai t3p co ba ndi dung chinh sau day : Phuang phép gidi; Vi dy; Bai tép.

Mdi phuong phap gidi dua ra mot s6 vi du minh hoa tiéu biéu.

Hé thdng bai tap, vé co ban gbm hai loai : Loai 1, ap dung tryc tiép phuong phap va céc vi du

néu trén; Loai 2, gém cac bai tap van dung mdt cach tdng hap cac phuang phap do.

Céc tac gid da danh nhiéu thoi gian dé sdp xép cac chi dé theo tha ty 16gic cla chuong
trinh; la chon cac vi du va bai tap W d& dén khé va cf ging dap ing nhu cdu ndm ving kién thic
ca ban clia da s6 hoc sinh, déng thai hudng hoc sinh di sau (& mot s6 bai tap cb déu **"), phat trién
nhimg kién thirc dugc truyén thy va rén luyén ki nng.

Méc du bo sach da duoc cac tac gid nhiéu ndm kinh nghiém gidng day day cong bién soan
nhung cling khong thé tranh khdi thiu sat, rit mong dugc ban doc gop V.

Maoi thir tie gdp ¥ xin giai vé :

P. Khai thac va Quén Ii Dé tai - Céng ty CP Sich Gido duc tai Tp Ha Noi.

Dia chi : Lo Bl DN 14/3 — Nguyén Khinh Todn — Quan Hoa - Ciu Gidy - Ha Noi.

Ha Noi, ngay OF thang 0 nam 201 1.






HE THUC LUGNG TRONG
TAM GIAC YUONG

Chi g€

HE THU'C VE CANH VA DUONG CAO TRONG TAM GIAC VUONG

A.

KIEN THUC CAN NHG

Cho AABC vuong tai A, canh huyén
BC = a, cdc canh géc vudbng AC = b va
AB = c. Goi AH = h la dudmg cao (g vai
canh huyén va CH = b', BH = ¢' ldn luo 1A
hinh chiéu cia AC, AB trén canh huyén
BC (H.1).

Ba hé thirc vé canh

b = ab' ()

¢ =ac (2)

a’=b’+c’ (hé thic Py-ta-go) (3)
Ba hé thirc vé dudng cao

h? = b'e (4)

ah = be (5)

s

Dau higu nhan biét tam giac vuéng

Néu mét 1am gide c6 duong trung tuyén img véi mot canh bing mot nira
canh 4y thi tam gidc d6 la tam gidc vuodng.

Déu hiéu nay sinh ra cch vé mot tam gidc vudng bing thudc ké va compa
g6m hai budc :

Butic 1. VE mot nira duomg tron tim O, duémg kinh BC.

Bitc 2. Ly diém A bat ki trén nifa dudmg tron thu duge A ABC vuéng tai A.
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CAC DANG BAI TAP CO BAN

Dang 1
TINH DQ DAI POAN THANG TRONG TAM GIAC VUONG

PHUONG PHAP GIAI
1. = Xéc dinh vi tri canh huyén.

~ Ap dung hé thiic vé canh hodc dudmg cao.
2. - Dung ki thudt dai s6 hod hinh hoc,

Néu %=E (m. n 12 hing s6) thi AB = mt, CD = nt, véi t > 0.
n

— Xéc dinh do dai canh huyén.
~ Ap dung hé thic vé canh holic dumg cao.
Vi DU

Vi du 1. Hay tinh x, y trong méi hinh cho dudi ddy véi céc kich thudc
kém theo.

Gidi
H.2 : Ta c6 canh huyén la x + y = 20,
Ap dung hé thiic vé canh ¢’ = ac', 1a dugc 2
2 Izz x ¥y
12 =20.xc>x=5=12. 20 =
Viyy=20-x=20-72=128. Fimhe

H.3:Tac6canh huyénlax +y.
Ap dung hé thiic Py-ta-go, thu duge

(x + y}2=62+ 8?= IOzhayx+y = 10.
Ap dung hé thic vé canh : b” = ab', 1a duge

64
82=10y > y= —=6,4.

Y=y 10
Viyx=10-y=10-6,4 =136,
Hd4:Canhhuyénla: | +4 =35,

Ap dung hé thitc vé canh : b* = ab', 1a duge
I - BRI - T ;
Y =54=(2V5) =>y=2VJ5 (viy>0);
cz=ac'laduqcxz=5.1={~"§}2=ox=s@ 1 4

(vi x > 0). Hinh 4



H.5 : Canh huyén la y.
Ap dung cong thirc Py-ta-go, ta duge

y1=52+72=74=>y2=(-fﬁ)1@y=\f7_4
(viy>0).

Ap dung hé thiic vé duimg cao ah = be, ta dugc : of

x.v74 =57 =x= 73%

H.6 : Ap dung hé thic vé duimg cao h? = b'c',
thu duge 27 = 1.x = x =4, nén canh huyén la : 3
l+x=1+4=5. 1 x
Ap dung hé thic vé canh b’ = b'a, ta dugc Hinh 6
¥ =45=2Y5) =y=2Y5 (viy>0).

Vi du 2. Hiy tinh x, y trong céc hinh cho
du6i day, véi cic kich thude kém theo.
Gidi

H.7:Vi £=§ nén {AB:EH

AC 4 AC =41
Dodé:15=AB=3te>1=5. Hinh 7
Suyra: AC=4.5=20.
Ap dung hé thirc Py-ta-go cho A ABC vuong tai A, ta dugc

=152 +200 =25 e y=25(viy>0).
Ap dung he thic vé dutmg cao ah = be, thu duge 25.x = 15.20 & x = 12.
H.8:GoiBH=1thi HC=5-1

(t>0)

Ap dung hé¢ thirc vé dutmg cao h? = b'c, 1a ;
duge
Z=i5-) > -5t+4=0 2
SU-Da-4=0 Bt C
1=1 - 4
ﬁ[l=4» Hinh 8

Véit=1thiBH=1,HC=4 Licdox*=15ex= V5 (vix>0);
y¥=45=02V5) e y=2Y5 (viy>0).
V@it =4 : lam tuong W



H.9a : Ap dung heé thic vé canh

b’ =ba. (n
¢ =ca. (2)
Chia (1) cho (2) theo v€, thu duoc

y=25t .
0).
={x=361 (vait>0)

Ap dung he thitc vé dutmg cao h? = b'c', thu duoc
307 = (5.6 P =1t=1(vit>0)
Viy:y=25,x=36.
AB 3 . {AB =3t

H9% : Vi —=~ n¢ t>0 A
AC 4 AC =4t g AB

ma canh huyén 1a x + y = 125,

Ap dung hé thitc Py-ta-go, thu dugc
1258 = 30 + (4 e PP =P > P =5t B - c
S1=25M1t>0). Hinh 9b

Ap dung heé thitc vé canh : b% = ba viia’ = ¢, ta duge

2 4
(4l)z=y.I25¢y= 2%: ’
5

Vayx=125-y=125-80=45.

Ban ed biét ?

» B4 ba o8 nguyén duomg (a, b, c) thoh man hé thic Py-ta-go goi 1a b3 ba sf
Py-ta-go. Ngudi ta cling ndi (a, b, ¢) 1a mdt tam gidc Py-ta-go. Vi du : (3. 4, 5) 1A bd
ba o8 Py-ta-go.

» Cb vd 83 b ba 88 Py-ta-go, chling han : (3, 4,5) ; (5, 12, 13) ; (7, 24, 25) ; (8,15, 17) ;
(20, 21, 29)....

» Néu (a,b. c) 1a b ba of Py-ta-go thi (at, bt, ct) véi t € N' ciing 1 b ba of Py-ta-go,
chding han : (6, 8,10) ; (9,12, 15) ; (15, 20, 25) ; (10, 24, 26) ; (14, 48, 50) ;...




III. BAI TAP

l‘

Hay tinh x, y trong cdc hinh 10 va 11 dudi day :
A

gl 32 c
Hinh 11

Cho AABC (:?L =90%, AB = 12cm, BC = 13cm. Tinh AC, duéng cao AH,
cic doan thing BH, CH va dién tich clia tam gidc.

Cho AABC vuong canh huyén AB, canh AC = 15, duimg cao CH chia AB
thanh hai doan AH va HB véi HB = 16. Tinh dién tich tam giac vuong ABC.
Cho tam gidc ABC can tai A c6 canh bén bang 15c¢m, canh ddy bang 18cm.
Tinh d6 dai cic dudmg cao.

Tinh dién tich clia mdt tam gidc c4n ¢6 chiéu cao img vdéi canh ddy bang
10cm, chiéu cao ing véi canh bén bing 12cm.

Cho tam gidc ABC vuong tai A, dudmg phin gidc trong BE, biét EC = 3,
BC = 6. Tinh d0 dai cdc doan thing AB, AC.

Tinh dién tich tam gidc c¢6 d¢ dai ba canh la 10¢m, 17cm, 21cm.

D;n&l
DUNG DOAN THANG PY-TA-GO

DUNG DOAN TRUNG BINH NHAN
PHUONG PHAP GIAI
1. Dung doan thing Py-ta-go
Loai 1. Cho truéc hai doan thing a va b. Dung doan thing

X= al+b? o x’=a’ + b

Dung tam gidc vudng c6 2 canh géc vudng 1a a va b thi canh huyén bing x.
Loai 2. Cho truéc 2 doan thing a va b. Dung doan thiing

3--=*.|‘az—b2 (a>h) & y2+b2=a2.

Dung tam gidc vudng c6 canh huyén la a canh géc vuong la b thi canh géc
vuong kia la y. .
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2. Dung doan trung binh nhan
Cho trudc hai doan thing a va b. Dung doan thing x = Vab.

Dung tam gidc ABC c6 canh huyén BC=a + b (A = 90°) thi dudmg cao (ing
vGi canh huyén la x véi BH = a, HC = b.

VvViDy

Vi du 1. Dung céc doan thing v2,v5,V10 bing

cach dung doan thing Py-ta-go. A
Giai

a) (H.12) Goi AB = v2=v12+12 thi AB I canh

huyén ctia tam gidc vuong can ¢6 canh 1A 1. 0

Trén Ox, Oy la hai canh géc vuéng clia géc vuong Hinh 12

xOy, ldy A, B sao cho OA = OB = | thi AB = V2
1a doan thing cin dung. x

b) (H.13) Goi CD = V5 = V22 +1% thi CD la canh |c
huyén cba tam gidc vuong c6 hai canh géc vuong I
2val.

Dung géc vudng xOy, liy CeOx, DeOy sao cho O

OC=1,0D =2 thi CD = 5 1a doan thing cdn Hinh 13
dung.

) (H.14) Goi EF = V10 =V3? +12 thi EF la canh )| g
huyén clia tam gidc vudng c6 hai canh 1a 1 vi 3.
Dung géc vuong xOy, ldy E€Ox, Fe Oy sao cho o o

OE = 1, OF = 3 thi EF = V10 I doan thing cén diwia =
diung.
Vi du 2. Dung doan thing V3 bing cich dung doan thing Py-ta-go.

Gidi (H.15)

Goi MN = V3 =12+ (V2)? thi MN I canh huyén ,|a

chia tam gidc vuong c6 hai canh Ia 1 va V2 . 7

B 1. Dung gée vudng xOy. AN
Bic 2. Ldy MeOx, AeOy satochoOM =0A =1 O 13 Y
thi MA = V2. Hinh 15

Buic 3. Lay Ne Oy sao cho ON = MA = V2 thi MN = V3 1a doan thing
phai dung.




II1.

Vi du 3. Dung céc doan thing V3,V5 bang cdch

dung doan trung binh nhan. 4

Gidi a3
a) (H.16) Phan tich: Goi AH =v3=v1.3 thi pl__! "
AH la duimg cao thudc canh huyén cia AABC 'F,’r_ o 3 -
vuong tai A,c6 BH=1va HC=3. Hinh 16

Dung nira duémg tron tim O dudmg kinh BC = 4.
Ldy He BC sao cho BH = 1. Dung Hx L BC, cét nira duémg tron duimg kinh
BC tai A. Tac6 A ABC vudng tai A, vi AABC ¢6 trung tuyén AO = % , do

d6 AH =BH.HC =V1.3=13.

Viy AH chinh la doan thing cin dung. C
b) (H.17) Goi CH = V1.5 thi CH 1a duimg cao

thudc canh huyén cia A CAB vuong tai C. d
Dung nita duémg tron tdm O dudmg kinh A4
AB = 6. Ldy He AB sao cho AH = |. Ké I+ 5 -
Hy L AB, ciit nira duimg 1ron duimg kinh AB Hwh 17

tai C thi CH 1A doan thing cdn dung. That vdy ACAB c¢6 trung tuyén CO =
ATB nén vuong tai C.

Ap dung he thic vé dudmg cao, ta duge CH =15 CH= 5.

[

‘BAI TAP

Dung doan thing J6 biing cdch dung doan thing Py-ta-go.
Dung doan thing J7 biang cich dung doan trung binh nhan.

Dang 3
CHUNG MINH HE THUC HINH HQC

PHUONG PHAP GIAI

1. Chon céc tam gidc vuong thich hop chifa cic doan thing c6 trong hé thifc.
Tinh cic doan thing d6 nh& cic hé thic vé canh va dudmg cao.
2. Lién két cdc gid tri trén nit ra hé thie phai chimg minh.

11
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Vi DU
Vidu 1. Cho AABC vubng tai A, dudmg cao AH. Goi M, N I4n luct 1a hinh
chi€u vuong géc cla H trén AB va AC. Chimg minh ring :
1) AMLAB= AN.AC;
2) HB.HC = MA.MB + NANC;
3 1B (ABY.
HC \AC
Gidi
1) (H.18) Ap dung hé thic vé canh cho
A ABH vuong tai H va A ACH vuéng tai H,
thu dugc : B C
AH’ = AM.AB. () Hinh 18
AH? = AN.AC. )
Tir (1) v (2) suy ra AM.AB = AN.AC (dpem).

2) Ap dung he thiic vé dudmg cao cho A ABH vuong tai H vi A ACH vuong
1ai H, 1a duge

MH? = MA.MB = MA.MB + NA.NC = MH? + NH2. (1)
NH? = NANC
Tit gidc AMHN 1a hinh chit nhat nén
MH® + NH? = AH?. (2)
Ap dung h¢ thikc vé duimg cao cho A ABC vudng, ta duge
AH? = HB.HC (3)

Tir (1), (2). (3) suy ra HB.HC = MA.MB + NANC (dpem).
3) Ap dung h¢ thiic vé canh cho tam gidc vuong ABC, thu duge

AB’ = BH.BC ; )

AC? = CH.BC. (2)
Chia (1) cho (2) theo timg v€, thu duoc

BH =(ﬁ§]2

CH (AC
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Vi du 2. Cho hinh vuéng ABCD. Goi I 1a mot diém nam giita A va B. Tia DI

cat tia CB ¢ K. Ké Dx L DI cét tia BC ¢ L. Chimg minh ring :

1) Tam giac DIL 1a mot tam gidc can.

2) Téng —E~2~+ :
DI’ DK?

khong déi khi I di dong trén canh AB.

' Gidi (H.19)
Goi do dai canh hinh vuéng la: AD=DC=a>0.
A=C=90°
Vi AD CD=a = AADI= ACDL (g.c.g). /
= D3 (do cing phu véi Dy) Ar— ¥ £B
SuyraDl=DL. Viy ADIL cén tai D.

2) Ap dung hé thic vé dudmg cao cho A DKL vuéng
tai D thu duge

111 DSt
pc? pL? pk2

L1
hay — = —+—— (khong déi) (dpc
JFa;‘ DI? DK{ ) Kpem) Hinh 19 L

BAI TAP
Cho tam gidc ABC can tai A (A <90°), ké BM L CA.
Chimg minh ring ﬂ—l(AB)

MC AC
Cho tam gidc ABC vuong tai A véi duimg cao AH. Trén nira mat phing bds

BC c6 chifa diém A 14y diém D sao cho DB=DC = %-g Ching minh ring

BD, DH va HA la do dai ba canh clia mot tam gidc vuong.
Cho tam gidc ABC vudng tai A, dudng cao AH. Goi D, E lin luot 1a hinh
chi€u cia H trén AB va AC. Hay chimg minh céc hé thic sau :

3
)E-[C‘A) ; 2) AH® = BC. BD.CE ;
BD \AB
3)3AH2 +BD? + CE2=BC®:  4) YBD? +VCE? = UBC2.

13



Chi de 2
Ti O LUONG GIAC CUA MOT GOC NHON

A. KIEN THOC CAN NHO

.  Pinh nghia
Cho géc nhon o, tir mot di€ém bat ki trén
mot canh cia géc a, ké dubmg vudng
g6c véi canh kia (H.20). Khi d6

Canhdsi AB _ _ Canhké _AC
Canhké AC' 20 Canhddi AB
Nhdan xét : Vi d¢ dii cac canh trong mot tam gidc vuong déu duong va hai canh

g6c vuong nho hon canh huyén nén 0 < sina < 1, 0 < cosa < 1, 1ga > 0,
cota >0.

Il.  Tisd lugng giac cua hai géc phu nhau
Néu hai géc phu nhau (c6 1dng s6 do bing 90°) thi : sin géc niy bing cosin
gbc kia, tang géc nay béing cotang goc kia.
Trénhinh 20:  sinB = cosC ; cosB = sinC ;
1gB = cotgC ; cotgB = 1gC.
ll. Tisd lugng giac cla cac géc dic biét

Tiso o 30° 45° 60°
luong gidc

sina ﬂ ﬂ ..J..i

2 2 2
cosa d_i ﬁ ﬁ

2 2 2
1ga —? 1 )
cotga . 3 1 ‘ ?

|

14



II.

CAC DANG BAI TAP CO BAN

Dang1
TINH Ti SO LUGNG GIAC CUA CAC GOC NHON

TRONG MQT TAM GIAC VUONG, BIET DO DAI HAI CANH

PHUONG PHAP GIAI

1. Xéc dinh canh d6i, canh ké, canh huyén, viét ti s6 luong gidc theo dinh nghia.
2. Tinh canh con lai nh& hé¢ thiic Py-ta-go hoiic h¢ thiic vé canh, duémg cao.
3. Tinh ti s6 luong gidic con lai theo dinh i i s6 luong gidc clia hai géc phu nhau,
Vi DU

Vi du 1. Cho tam gidc ABC vuong tai C, ¢6 BC = 1,2, CA = 0,9. Tinh cic ti
s6 lugng gide cha géc B, tir d6 suy ra cdc ti s6 lugng gidc coa géc A.

Giai (H.21)
Ta di biét canh doi va canh ké cua goc B, cdn tinh canh huyén.
Ta\t:cfr:tB=ﬁ=9£—2 A
CB 1.2 4
CB 1,2 4
colgBs —=—=-
CA 09 3 E
Vi A va B phu nhau, nén &
3
Cﬂlg-‘\-=lgB=E. 12
4 B Canh ki ¢
1gA = colgB = 3 Hinh 21

Ap dung he thic Py-ta-go viio tam gidc ABC vuéng tai C, ta cé
AB? = BC* + CA  hay AB® = 1,27 + 0,97 = 1,5" = AB= 1,5 (vi AB>0).
Bo85 kil D g o3y B AT B
AB 15 5 BA 15 5

Vi A va B phu nhau, nén

sinA = cosB = %.cosﬁu=sinB= .

Vi du 2. Cho tam gidc ABC vuong tai A, c6 AB = 6, AC = 8. Tinh céc ti s6
lwong gidc cha géc B, tir d6 suy ra cdc ti s6 luong gidc cla géc C.

15



16

Gidi (H.22)
Ta da bi€t hai canh géc vuodng cia
tam gidc ABC, c4n tinh canh huyén

cua tam gidc ABC.
Tacé
sinB = C_A = _i."
CB CB
cosB = E = i
BC BC

Ap dung hé thic Py-ta-go vo tam gidc ABC vuéng tai A, thu duge
BC? = CA? + AB? hay BC* = 6% + 8% = 10° = BC = 10 (vi BC > 0).

Tir d6 sinB=£=i. cosB=£=§.
10 5 10 5
Vi gée C phu véi géc B nén

sinC = cosB = %.cosC:sinB: %

Vi du 3. Cho tam gidc ABC vuong tai A. Ké duimg cao AH. Tinh sinB, sinC
trong moi trudmg hop sau (IAm trdn dén chi¥ 6 thap phan thit tu) biét ring :
a)AB=13,BH=5;
b)BH =3,CH = 4. A
Gidi
a) Trong tam gidc ABH wuong tai H
(H.23), ¢6 sinB = AH = o !
AB 13
Ap dung hé thifc Py-ta-go, ta dugc 8= H ¢
AB’ = BH? + AH? -

hay  13%=5%+ AH? = AH = 12 (vi AH > 0).
Vay sinB = %30.9231.
Trong tam gidc ABC vudng tai A, ta c6

sinC = ﬂ-=£
BC BC
Ap dung hé thiic vé canh, ta duoc
2
A32=BH.BChayBC=-I%=%9-.
13.5

Vay sinC = — = 0,3846..
169



III.
13.

b) Trong tam gidc ABC vuong tai A A
(H.24) c6 canh huyén BC = 7, ta ¢é

" Hinh 24
Ap dung hé thiic vé canh

AB’=BH.BC=21=BA =+21.
AC=CHCB=4.7=28.
Suyra AC= 2v/7.

Viy sinB = g =0,7559, sinC = @ =0,6547.

BAI TAP
Cho tam gidc ABC c6 hai canh géc vuong la AB = 16mm, AC = 3cm.

a) Tinh ti s6 lugng gidc cha céc goc nhon ;
b) Tinh t8ng sin’B + sin’C.

Dang 2
DUNG GOC a BIET MOT Ti SO LUONG GIAC LA 2
n

PHUONG PHAP GIAI
1. Dyng mot tam gidc vudng c6 :

— Canh géc vudng va canh huyén 12 m, n néu cho sina hodc cosa bing i
n

— Hai canh géc vuéng la m, n néu cho tga hoéc cotga bing <38
n

2. Xic dinh ti s6 lugng gidc dé nhéan ra géc «.

17
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I11.

14,

I5.

Vi DU
Vi du 1. Dung géc nhon a biét sina = % *
B
Gidi 2 3
. oL
Wsinu=E=M nén 2 va 3 la do dai canh A4 c 7

3 Canh huyén
goc vudng va canh huyén cua tam gidc vuong ABC,
trong tam gidc ndy C d6i dién véi canh bing 2 nén C = a (H.25).
Vi du 2. Dung géc nhon a biét cosa = 0,6.

Hinh 25

Gidi x

Vi GO = o B

Canh huyén B
dai canh géc vuong va canh huyén cia tam gidc <S5
ABC. Trong tam gidc nay géc B ké véi canh 2 L
bing 3, viy B=a (H.26). A Cc y

. Hinh 26

BAI TAP

Dung géc nhon a biét 1ga = %

Dung géc nhon @ biét colga =

K|

Dang 3
TINH CANH, TI SO LUUNG GIAC CUA GOC CON LAI
KHI BIET MOT Ti SO LUGNG GIAC CUA MOT GOC

PHUONG PHAP GIAI
1. Xic dinh canh d6i, canh ké ctia mot gée, viét ti s6 luong gidc theo dinh nghia.
2. Dung ki thuat dai s6 hod hinh hoc :

New AB .1 4 {AB:M'
CD n CD=m

3. Ap dung hé thirc Py-ta-go.

(vai t > 0).

2R-PP guii TY.HH



IL.

Vi DU

Vi du 1. Cho tam gigc ABC vuong tai A. Biét cosB = 0,8. Hay tinh ti s
lugng gidc cia géc C.

Gidi (H.27)
A
Vi cosll a (= FLAC_ [AC=M
5 BC BC =51
(véit>0).
Ap dung hé thic Py-ta-go vao tam gidc B c
ABC vuong tai A, thu duge Hinh 27
BC? = CA” + AB?
hay 25¢° = 161> + AB’ & AB’ = (31)) =AB = 3t (vi 1> 0).
\r'aysinC=E=£=E,cosc=ﬁ=ﬂ=i,
BC 5t 5 CB 5t 5
BA 3t 3 CA 4 4
1gl=—=—==¢ e e
AC 41 4 AB 3t 3

Vi du 2. Cho tam gidc ABC vuong tai A, AB=6cm, B=a (H.28).

Bi¢iiga = % Haiy tinh :

C
a) Do dai canh AC ;
b) B¢ dai canh BC.
Gidi
a) Trong tam gidc ABC thi &
tm:i:‘a‘_(::;{'o'(::ﬂ (t>0). = Hinh 28 -
12 AB AB=121

ViAB=6cm = 12t c:l:%.V@yAC: %cm.

b) Ap dung hé thifc Py-ta-go vao tam gidc ABC vuong tai A, thu dugc
BC? = CA% + AB?

i 532 (13)? 13 2
hay =6"+ E = ? c&BC=?{cm}(wBC>O).
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16.

17.

20

Vi du 3. Hay tinh sina, cosa (lam tron dén s6 thap phan thit tr) néu biét :

1 3
t = b lga = —.
a)lga - ) colg 2
Gidi 3
1 Canh d6i
Vitga=—=———— n¢ 1a mot
. - 3 Canhké il 9
géc nhon cia tam gidc vudng ABC c6 hai
canh géc vudong AB=1, AC=13. 4

Trong tam gidc nay géc C déi dién véi
canh biang 1 nén C=a (H.29).

.5.;: dung hé thic Py-ta-go vao tam giic Hinh 29
ABC vuong tai A, thu duoc

BC2=CAI+hB1hayBC2=12+3I=(Jﬁ)2
& BC =10 (vi BC>0).

Vay sina = 7}3 ~0,3162, cose = —n 0,9487.

V10
3 Canhké
b) Vi colga =—=— nén a la mot
) Vi colga 3 \nh dGi a la mo

géc nhon clia tam gidc vuong ABC c6 hai
canh goc vuong AB = 3, AC = 4. Trong
tam gidc nay goc B ké véi canh béng 3 nén

B=a (H.30).

Ap dung hé thic Py-ta-go vio tam gidc &
ABC vuong tai A, thu dugc

BC? = CA% + AB? hay BC? = 3% + 4% = §*
< BC=35 (vi BC>0).

Viy sina = 4 =08 cosa= £ =0,6.
5 5
BAI TAP

Tinhcosa, 1ga biét sina =

|- taw

Tinhsina, tga biét cosa =



18. Tinhsina, cosa bittiga = 0,8.
19. Tinhsine, cosa biét colga = 3.

IL.

Dang 4
SAP THU TU CAC Ti SO LUONG GIAC
MA KHONG DUNG BANG SO VA MAY TiNH
PHUONG PHAP GIAI
1. Dua cic i 56 lugng gidc vé cling mot loai.

2. Biéu dién ti s6 luong gidc clia cdc géc dic biét trén truc 6.
3. Cheén céc ti 56 cdn shp x€p Ién truc s6 ta duge thit ty cia chiing.

Vi DU
Vidu 1. Khong dung bing s6 hodc mdy tinh, hiy so sinh
a) sin20° va sin70° ; b) cos25° vi cos63°15';
c) 1g73°20' v 1g45°; d) cotg20” va cotg37°40'.
Gidi
sin20" sin30” sind5" sin60” sin70"
a) | } $ + {
sin20" < ﬁ Q < g sin 707
2 2 2
Vi 20” < 70° nén 5in20° < sin70°.
cos30" cosd5" cosb0”
b) k : i 4 |
: A 2 v e
cos2s" > = > 3 > 3 > cosh3'1S5
Vi 25° < 63°15' nén cos25° > cos63°15'.
c) g30" 1g45° 160"

[ 4 i
L) ¥ T L] I =

%ﬁ < 1 < 3 < gm0

Vi 45° < 73°20' nén 1g45° < 1273°20".

21
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d) cotg30® cotgd§” cotghl’

cotg2(”" > J3 >cotgd?'40' > | >

Nl:‘“'

Vi 20° < 37°40' nén co1g20° > cotg37°40'.

Vi du 2. Sip x€p cdc ti 6 lugng gidc theo thit w tang dén:
a) sin78°, cos14°, sin47°, cos87° ;

b) 1g73°, cotg25°, 1g62°, cotg3s”.

Gidi
a) Vi cos14° = sin76°, cos87" = sin3°
sin30° sind5" sin60”
1 1 i 1
sind® < iz'i— < g <s5indT" < ? < sin76" < sin78”

Vi3°<47° < 76° < 78° = sin3° < sind47° < sin76° < sin78°.
Vay : cos87° < sind7° < cos14° < 5in78°.

b) Vi cotg25® = 1g65°, cotg38° = 1g52°
1g30° 1g45° 1260°

L 1
r ¥ L)

—?— < I <pps2’ < Vi« 1g62° < 1g65" < 1g73"

Vi 52°<62° < 65° < 73° = 1g52° < 1g62° < 1g65° < 1g73°.
Vay cotg33° <1g62° < cotg25” <1g73°.

Vi du 3. So sanh:
a) 1g25° va sin25° ; b) cotg32® va cos32°;
c) 1g45° va cos45°; d) cotg60° va sin30°.
Gidi
a)Tac 8250 __ sin2® 1, 40 0<cos2s® <)
sin25°  cos25°.5in25°  cos25°
Vay 1g25° > sin25°.
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20.

I1.

0 o
b) Ta cé cotgd2 ___cosil T (do0 <sin32° <1).
c0s32°  c0s32°.sin32° sin32°
Vay cotg32° > cos32°.

c)Vid> % nén 1g45° > cos45’.

d) Vi % < -";1 nén sin30° < cotg60”.
BAI TAP
Ap dung quan hé giifa ti s6 lugng gidc ciia hai géc phu nhau dé viét cic ti s6

lugng gidc sau thanh ti s6 lugng gidc clia cdc géc nho hon 45°%: sin60°,
cos75°, sin52°30', cotg82°, 1g80°.

Dang 5
CHUNG MINH HE THUC LUQONG GIAC
PHUONG PHAP GIAI
1. Tinh ti s6 lugng gidc theo dinh nghia.

2. Nhin hay chia theo v€ céc ti s6 luong gidc.
3. Ap dung hé¢ thiic Py-ta-go.

viDy
Vi du 1. Véi géc nhon @ twy ¥, ching minh ring
atg =§ﬂ; b}cmguzc?s—a- :
cosa sina
c)iga.colga=1, d) sin? oL+ cnsza =1.
Gidi (H.31)
Xét tam gidc ABC vuong tai A c6 B=a thi:
; AC
sinot =— (1)
AB
cosa=—. (2)
BC

23
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a) Chia (1) cho (2) theo vé, ta ducc

C
sina _AC AB_AC
cosaa BC BC AB
AC
atga=—(3).
matg AB (3)
sino
Viy tga =—— (dpcm
y tgo=—— (dpcm). 4B <N
b) Chia (2) cho (1) theo vé, ta ducc : Hinh 31
cosa _AB AC_AB
sino BC BC AC
Ma ::u:rtgl:z-—l'd‘—H (4), vay cot i e (dpcm)
AC SRR i ’
¢) Nhan (3) véi (4) theo vE, thu duge tg a.cotga = Ak %I;— =1.
2 AC? » AB?
d) Tir (1) va (2) = sin“a = —— (5): cos u—-——z (6).
BC2 BC
Cong (5) véi (6) theo vé, thu dugc
2 2 2
sinzu+cos2a=AC +:B Lo =1 (dpcm).
BC BC?
Vidu 2. Véi a 1a géc nhon tuy ¥, chimg minh ring
a)l+tgzu= : : h)l+colgza= 3
cos“a sin“ o
Gidi (H.32) C
Xét tam gidc ABC vuodng tai A ¢6 B=a
AC_ 5 AC?
thi ga=—=1ga=——:
g AB g AB2
AB 2 AB?
colga = — = colg“o = —— |
B AC & AC2 A L B
a) Tacé Hinh 32
2 an? 2 2
W=1+AC2=AB +:|.C =B-C2= 1 = I2 = VP (dpem).
AB AB AB (113) cos’a
BC
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21.

22,

b) Tacé

AB? AC’+AB? BC? I 1
e AC  ACE [ACY sl || pem)
AL sin @
=
BAI TAP

Sir dung dinh nghia céc ti s6 lugng gidc ciia mot g6c nhon, chimg minh
ring v6i géc nhon « tuy ¥ ta cé:
Kétqua 1. 1ga oo :

cosa

2

Keét qua 2. sin“a + cos’a = 1.

Ap dung két qua ciia bai 21, hiy don gian céc biu thic sau :

a)l - sin’a : b) sin*a + cos*a + 2sin’a cos’a 2
c) (1 = cosat)(1 + cosar) ; d)1+sin2a+coszu;

e) tgzu - sin“odan’a ; g) cos’a + coszalgza :

h) sina — sinacos’al 5 i) tgza(zcosza + sin’a — 1).

Khong ding bang s6 hoac may tinh, dp dung két qua cia bai 21, hay tinh gid
tri clia céc biéu thifc :

A = sin’15° + sin” 25° + 5in®35° + sin?45° + 5in?55° + sin?65° + sin>75°.

B = cos’10° - c0s?20° + c0s30° — c0s?40° — cos>50° — cos270° + cos280°.

Chotga = -g- Ap dung két qua | cia bai 21, hiy tinh gié tri cha:

sina + cosa SInC cosa
aM=——; b)N B e
SINdL — cosc sin“o —cos“q
sin-a + cos o
c) P= 3 —
2sina cos“a + cosasin“o

25
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Cho gé 3
HEé THU'C VE CANH VA GOC TRONG TAM GIAC VUONG

KIEN THOC CAN NHO

Céc hé thic 4.

Cho tam gidc ABC vubng tai A, canh
huyén a va cdc canh géc vuong b, ¢ (H.33).

1. Dinh li : Trong mot tam gidc vuong,

mébi canh géc vudng bing : B — C
— Canh huyén nhan véi sin géc d6i hoac Hinh 33
nhén véi cosin géc ké ;

~ Canh géc vudng kia nhin véi tang géc doi hodc nhin véi cotang goéc ké.
2. Nhu vay, trong tam gidc ABC vuong tai A (H.33), 1a ¢6 hé thirc :

b =a.sinB = a.cosC; b= c.gB = c.cotgC,

c¢=asinC = a.cosB; ¢ = b.1gC = b.cotgB.

Giai tam gidc vudng

Trong mot tam gidc vuong, néu cho truée hai canh hodc mot canh va mot
g6c nhon thi ta sé tim dugc it ca cdc canh va géc con lai cia né, Bai todn
dat ra nhu thé goi 1a bai todn "Gidi tam gidc vuong”.

CAC DANG BAI TAP CO BAN
Dang1
GIAI TAM GIAC VUONG BIET PO DAI MOT CANH
VA SO PO MOT GOC NHON
PHUONG PHAP GIAI

1. Xdc dinh canh ké, canh d6i. Vi€t ti s6 luong gidc dé tim do dii cdc canh.
2. Tinh gé6c nhon con lai nhe quan hé phu nhau.
3. Thay gid tri roi tinh.

vi DU

Gidi 1am gidc ABC vuong tai A, biét :

a)b=10cm, C = 30°; b) ¢ = 10cm, C = 45°;
¢) a = 20cm, B = 35°,
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26.

Gidi
a) Vi b = 10cm, ké véi géc 30° nén canh
AB doi dién véi goc 30° (H.34). Ta cé:

AB 1 AB
1an30° = =—, hay —= = ——
AaC B0
10
< AB=—=5,774 (cm):
B (cm) Hinh 34
AC V3o 20
c0s30° =— hay — =— & BC="==11,547
BC Y 2 " BC B (el
vd B=90° - 30° = 60°. 5
b) Vi AC = AB = 10cm d6i dién véi géc .
C=45" nén canh AC ké vai géc 45°
(H.35).
Do dé B=90° - 45° = 45°; 5 45°
c
150 =28 gy e e w10 gy Hinh 35
AC AC
. AB. Y2 10 20
sm45°=—-ha —=—¢BC= 14,142 (cm
BC ) 2 TBC N o
¢) Vi B=35° nén C=90° -35° =55 va
AB 1a canh ké, AC 1a canh d6i véi géc A
35° (H.36).
Do dé : sin35° = o hay -&E =sin35°
BC 20 gl 20cm 55° i
< AC =20sin35° = 11,472 (cm); Hinh 36
% =c0s35° ¢ AB = 20.c0s35° = 16,383 (cm).
BAI TAP
Pé giai mot tam gidc vuodng cln biél it nhdt may goéc va canh 7 C6 lwu v gi

vé 56 canh.
a) Ti s6 luong gidc nao c6 lién quan dén canh huyén cla tam gidc vuéng ?
b) Néu dinh li va viét hé thiic dién 1a cdc ti s6 luong gidc do.

27
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Dang 2
GIAI TAM GIAC VUONG BIET HAI CANH

PHUONG PHAP GIAI

1. Ap dung hé thiic Py-ta-go dé tim canh con lai.

2. Xiéc dinh canh ké, canh dai, viét ti s6 lugng gidc.
3. Tinh géc nhon con lai nhds quan hé phu nhau.

Vi DU

Gidi tam gidc ABC vudng tai A, biét :
a)b=18m,c=2lcm;

b)b=28cm,c=2lcm;

¢)a= 10cm, b= 6cm.

2lem

Gidi C =T 4
a) Ap dung hé thic Py-ta-go vao tam gidc ABC vuong Hinh 37
tai A (H.37), thu dugc

BC* = CA” + AR, hay BC =217 + 187 = (3485 )’

& BC = 3V85 (cm) (vi BC > 0),

tigB= B 21-0.3571:&3-“ via C=49°
b) Ap dung h¢ thic Py-ta-go vdo tam gidc ABC B
vuong tai A (H.38), thu duoc
BC? = CA? + AB?
hay  BC? =287 +21% = 357
> BC =35 (cm) (viBC>0); C
tgC=22_2 _075=Cu3r® v B=53° a8
gC= Ac_ﬁh \I5=>C= va B=53"
¢) Ap dung h¢ thic Py-ta-go viio tam gidc ABC
vudng tai A (H.39), thu duge B
BC? = CA? + AB? hay 10° = 6% + AB?
& AB? =8% & AB=8 (cm) (vi AB>0);
AC

6 - -
1gB = =—=0,75=B=37° va C=513°
E5=AB" 8 A Hinh 39

" 2lem




III.

27.

28.

II.

BAI TAP

a) Ti s6 luong gidc ndo lién quan dén ca hai canh géc vudng cla tam gidc
vuong ?

b) Néu dinh Ii va viét hé thitc dién ta cdc ti s6 luong gide dé.

Cho tam gidc ABC, A =a (o <90°), AB=c, AC=b.

a) Chimg minh ring S,pc= %bc.sina.
b) Trén tia AB ldy D, trén tia AC ldy E sao cho AD=m, AE=n.

Chimg minh réng SABC _ bBE ;
SADE mn

Dang 3
TiINH CANH, TINH GOC CUA TAM GIAC

PHUONG PHAP GIAI

1. Ké thém dudmg cao xudng canh ké cla goc da biét.

2. Chuyén bai todn vé gidi tam gidc vudng biét mot canh va mot géc.

vi DU

Vi du 1. Cho tam gisc ABC, trong d6 BC = 11cm, ABC =38°, ACB=30°.
Goi N 1a chén dudmg vuodng goc ha tir A xuéng canh BC. Hay tinh :

a) D¢ dai doan thing AN ;

b) D6 dai canh AC.

Gidi (H.40)
Ké BH vuéng géc AC thi tam gidc
BHC vuong tai H néni: 30° phu véi 5K 30°0] -
gic HBC =HBC=60° va | N J
HBA = 60° - 38° = 22°. Hinh 40

Do dé : BH = %BC = %.l 1=5,5 (cm) (vi trong mot tam gidc vudng canh

doi dién véi géc 30° bang mét nira canh huyén).
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29.

a) Tam gidc BHA vuong tai H, canh huyén BA va canh BH = 5,5cm ké vai

B=22°, néncos22®= BH o AB= —22_ % 5,932 (cm).
AB cos22°

Ké AN vuong géc véi BC. Trong tam gidc ABN vudng tai N c6 AN déi dién vé
goc 38° nén

AN

sin38° = AB => AN = AB. sin38° = 5,932.5in38" ~ 3,652.

AN .@ =7,304 (cm).

b) AANC vuong tai N, C =30° nén AC =
sin30® 0,

Vi du 2. Trong hinh 41, AC = 8cm, AD = 9,6cm, ABC =90°, ACB =54° va
ACD = 74°. Hay tinh:
a) Do dai doan thing AB ;
b) $6 do géc ADC.

Gidi (HA41)
a) Vi AB I canh d6i dién véi géc 54°
cha tam gidc ABC vuong tai B, canh pgi«
huyén AC = 8cm, nén

sin54” = AR
AC
<> AB = ACsin54° C H P
=8.5in 54° ~ 6,472 (cm). PR
b) Ké AH vuong géc CD thi AH I3 canh d6i dién véi goc 74° cita tam gidc
ACH vuong tai H c6 canh huyén AC = 8cm, nén

sin74° = —E—g <> AH = ACsin74° = 8.5in74° = 7,690 (cm).

gt

Lai ¢6 AH | canh d6i véi géc ADC ciia tam gidc AHD vudng tai H ¢6 canh
huyén AD = 9,6cm, nén

sinD = AH = 7,69

~0,8010 = D~ 53°.
T 10= D=~53

BAI TAP

Tinh canh huyén va dién tich ciia mot tam gidc vudng can néu a la canh géc
vuong.
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33

34,

Nita tam gide déu 1a cum tir ding dé chi tam gidc vudng c6 géc 60° (hoac
30°). Tinh hai canh géc vubng va dién tich clia nira tam gidc déu c6 canh
huyén la a.

Tinh chiéu cao va dién tich clia mot tam gidc déu 4
canh a.

Cho tam gidc déu ABC canh Scm va géc ADB N
bang 40° (H.42). Hay tinh : o~

a) Do dai doan AD ; D BHlnhﬂ C
b) D6 dai doan DB. .
Cho tam gidc ABC vuong tai A duomg cao AH. Bi¢t HB = 25cm,

HC = 64cm. Tinh B, C.

Cho tam gidc ABC ¢6 BC = 6em, B =60°, C = 40°. Tinh :
a) Chiéu cao CH va canh AC ;

b) Dién tich tam gidc ABC.

LO1 GIAI - HUONG DAN - PAP SO
CHU PE 1
a) (H.10). Ap dung hé thic vé canh b® = b'a, thu dugc
10’=3(y+3)a-y=§.

Ap dung hé thiic vé canh : ¢ = c'a, ta duoc

2
xz =2(8+E)=(-1—5-J c::rx:E.
2 2 2 2

b) (H.11). Ap dung hé thitc vé canh : ¢ = ¢'a, ta dugc
307 =y(y +32) = (y - 18)(y + 50) =0 <> y = 18 (vi y + 50 > 0).
Ap dung hé¢ thirc vé canh : b® = ba, ta dugc
x2 =32(32 + 18) & x> = 407 & x = 40.
Ap dung hé thiic Py-ta-go ta dugc BC? = CA? + AB? hay
132=CA2+ 122 = CA*=5> = CA =5 (cm) (viCA > 0)
Ap dung hé thirc vé dudmg cao ah = b, ta cé
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13.AH=12.5 = AH =% (cm).

Ap dung hé thiic vé canh ta dm;'x: ¢’ =ca,
144 25

12°=BH.13 & BH = —{cm} trd6 CH =13 - === (em).

Diéntich AABClaS= %hc=i.12.5=30 (crn ).
(H43) GoiAH=x>0thiAB=x + 16.
Ap dung hé thilc vé canh cho tam gidc C
CAB vuong tai Cta dugc :
152 = x(x + 16) & (x + 82 = 17°

—=x+8=17TNWix>0)=x=9.
Ap dung hé thic vé dudmg cao : h% = b'c', 4 H
ta dugc CH? =9.16 = 12° &> CH = 12. Hinh 43

Vay Sapc = %.25. 12 = 150 (dvd).

(H.44) Ké cic dudng cao AD, BE, CF thi A
BD:DC:%=9cmVHamgiicABCcan \

tai A. "

Lai ¢6 ABEC = ACFB, suy ra BE = CF. \

1 1
Sapc=—ADBC=—AD.18
ABC 2 2

B
- %BE.A'C‘:%'}E.IS. D c

AD =51 Hinh 44
R o Gi 1> ).
o {BE=6I el ;

Ap dung hé thitc Py-ta-go cho A ADC vuong tai D, thu dugc
AC = AD? + DC” hay 15% =250 + 9% & 25¢% = 122

«::stzl?z (vit>0).

Viy AD = 12 (cm) va BE = Ts—ztcm).



5. (H.45) Xét tam gidc ABC cén 1ai A ¢6
chiéu cao img véi canh diy AD = 10cm,
chi¢u cao BE img vdi canh bén 12cm.
Vi tam gidc ABC can tai A nén duimg
cao AD dong théi 1a trung tuyén, do d6

BD=DC=x(cm) (x > 0).
Tinh dién tich tam gidc ABC bing hai
cich :

1 1
Sapc = =AD.BC =—.10.2x
ABC 2 2

W Sapc= -%- BEAC = %.IZ.AC

suyra 20x = 12AC.

=3
X { (v6i > 0),
AC 5 AC =51
Ap dung h¢ thic Py-ta-go cho A ADC vuong tai D, thu duge
AC = CD’ + DA? hay 251° = 9% + 10°

hay —_—= E suy ra

52
== [-—) :H:E (vit>0)
4 4

Tir d6 2x = 61 =ﬁ.~:-=~'—2§<cm;.

7
VAy Supc = %.10.15 =Tslcm21.

6. (H.46) Ap dung tinh chit dutmg phan gidc
EA EC EA |

—_——

ay —=-—.
AB CB AB 2
EA =
Suy ra {

Ap dung he thic Py-ta-go, ta dugc y
(2x)7 + (x + 3)* = 6 - 6 --|C

SX+DNx-N=0=x=

X (voix>0).
X

h |

(vix+3>0).

18 24
Viay AB= — AC=—.
ay 5 5

IA-PP g1 TY. HH 33



10,

34

(H.47) Xét tam gidc ABC c¢6 AB = 10cm. A
BC =2lcm, CA = 17cm.
Ké duimg cao AH L BC thi dg >

Sapc= > AHBC =1 2LAH. =

GoiBH=x(cm) (x>0)thiHC=21-x. B[ e
Ap dung hé thiic Py-1a-go cho hai 1am gidc Hinh 47
vuong ABH va AHC, thu ducc
AH® = AR’ - BH’ = 10* - x?; (1)
AH? = AC*-CH = 17> - 21 -x)~ ()
Tu(l)va(2)suyra:
177 -@21-%"=10" -«
=42x=252 =x=6.
Thay x = 6 vo (1) 1a duoe AH” = 87 & AH = 8 (cm) (vi AH > 0).

Viy Sape = %.2 1.8 =84(cm?).

X
(H.48) Goi PQ = v6 = V22 +(v2)* thi PQ Ia ale

canh huyén ctia tam gidc vuong c6 canh 12 2. V2 .

134 '
Buere 1. Dumg goc vuong xOy.
Bueie 2. Lay Ae Ox, Be Oy sao cho OA=0B = | - Q
thi AB= V2 . 0 I 2y
Buic 3. Lay Pe Ox, Qe Oy saocho OP = AB = 2., Huotiee

0Q=2Taco PQ = V6 1 doan thang cin dung.
(H49) Goi AH = V1.7 thi AH la duimg cao

thuéc canh huyén cua AABC vudng tai A. A
Dung nira dudmg tron tdm O dudmg kinh

Ldy He BC sao cho BH = 1. K¢é Hz L BC cit B3 C
nia duimg tron tai A thi AH = V7 1a doan ™/ p—
i Hinh 49

thing cin dung.
(H.50) Lay E déi ximg vai C qua A thi ABCE vuong tai B.
Ap dung hé thitc vé canh b’ = ba, ta duge

PP gidi TY I



11.

12%,

BC? BC?

BC’=MCCE=>MC= —==_ (1) E
CE 2AC
M khac:
AM = AC - MC
BC? 2AC? -BC?
=AC - = BC : (2) g
2AC 2AC M
Chia (2) cho (1) theo timg v¢ ta dugc
AM  2AC? -BC? AC\?
= =2 = -1 (dpem).
MC BC2 [BC] (Cpem) C
Hinh 50

(H.51) Goi O 1 trung diém cia BC.
Dt OB=0C=R > 0. Do DB = DC = %{gni nén DO la trung truc cia

doan BC hay ADOC vuong tai O,
Goi HC = x thi

OH=R-xvaBH=2R - x.
Ap dung hé thic vé duimg cao cho
A ABC vuong tai A. ta duge

AH? = HCHB = x(2R - x)

= 2Rx - x°. () B

Ap dung hé thiie Py-ta-go viio A DOC vi
DOH vuong tai O, thu duoce

DC? = 0C? + DO’ = R? + DO’ (2)

DH? = DO? + OH? = DO? + (R - x)* = DO’ = DH? - (R - x)* (3)
Thé (3) vao (2), thu duge

DC? = R? + DH? - R? + 2Rx - x* = DH* + AH? (do 1). (4)
Lai 6 DC = BD (theo g1) nén BD® = DH® + AH®. Diéu nay chimg 16 BD, DH,
AH la do dii ba canh cia mot tam gidc vuong (theo dinh i Py-ta-go dio).
(H.52) Ap dung hé thirc vé canh cho A ABC vuong tai A, ta dugc

AC? = CH.CB (1
AB’ = BH.CB (2)
Chia (1) cho (2) theo timg v¢, thu dugce
2
CH _AC” (3)
BH AR2



1) Ap dung h¢ thire vé canh viio A AHC A
va AHB vuong tai H, ta duoc

CH?=CE.CA : (4)
BH’ = BD.BA., (5)
Chia (4) cho (5) theo timg vé, 1a duoc
CE_CH®> AB B H ¢

—_——— 6
BD gy CA’ © Hinh 52

CE [ACY
3 6 0 —=| — d :
Thé (3) vao (6) tac =5 (RBJ (dpcm)

2) Nhan (4) vai (5) theo timg vé&, 1a duoc

(BH.CH)’ = BD.CE.BA.CA. )
Lai c6 AH? = BH.CH., AH.BC = BA.CA. (9)
Thay (8) va (9) viio (7), thu duoc

AH' = BD.CE.AH.BC, hay AH® = BC.BD.CE.
3) Tir(4) va (5) suy ra :

CH’.CB* = CE.CA.BC? :
BH2.BC? = BD.BA.BCZ,

Hay
CA* =CE.CA.BC?;
BA* = BD.BA.BC?.
suy ra
3
CE = Ciz .
BC; = CE= A (10)
: BC*
Bp = BA_
BCZ
6
vapD2=BA_ an
Bcd
Nén BD2+ CEQ= BA(’-I- CAb ='[BA2+ CAE }.‘ _ 3BA2CA2{BA2+ C.ll'\z:l
B(Z‘l BC"
6 _ 2
BC 3B{i".AH il unia
BC

Vay 3AH? + BD? + CE’ = BC? (dpem).
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13.

14.

4) Tir (10) va (11) suy ra

CA® = CE"BC*| _ (12§ CE2.BC*: BA2= UBD?.BC?.

BA® = BD? BC*
Do d6 BC?=CA%+BA2= YcE2BC* + ¥BD?.BC? = ¥BCS. (12)
(hiacéhaivécﬁa(ll}chu@ > 0 ta duge

IBp? + Yce? = YBc? (pemy.

CHU PE 2
a) Trude hét déi do dai canh AC ra mm.
AC = 3cm = 30mm.

Vi 30 la canh d6i cua géc B (H.53) mat
khic géc C phu véi goc B nén
1gB=cotgC = E=E
16 8 B c
16 8 Hinh 53
vii 1gC=cotgB= —=—.
Sl

Ap dung hé thitc Py-ta-go vao tam gidc ABC, thu duoc
BC? = CA% + AB? hay BC? = 30 + 16% = 34% &> BC = 34 (vi BC > 0).

Viy : sinB = cosC = % = :—: vt sin’B + sin’C = sin’B + cos’B = I.
(Theo vidu 1).
_3_Canh doi
4 Canh ké
ABC. Trong tam gidc nay géc C di dién véi canh bing 3, vy C = a (H.54).
x X

Vi tga nén 3 va 4 la d6 dai 2 canh géc vudbng clia tam gidc

B B
3 3 :
A" A

2 C ¥
Hinh 54 Hinh 55
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15.

16.

17.

38

3 _ Canh ké

Vi colga === —~ nén 3 va 2 la do dai hai canh géc vuong cia tam
Canh doi

gidgc ABC. Géc B ké vai canh bing 3, viy B=a (H.55).
Canh doi

. o 3
Vi sing == = ———
5 Canh huyén
nhon cia tam giic ABC cé canh géc

vudng AB = 3, canh huyén BC = 5. 3 5

C ddi dién véi canh AB = 3, nén C=a
(H.56).

Ap dung hé thic Py-ta-go vio tam giic 4 - C
ABC vuong tai A, thu dugc Hinh 56

BC? = CA% + AB® hay 5° = 37 + CA?
e CA’=4" & CA=4(viCA>0).

nén a la goc

4 3
Vi sa=—, lga=—,
by cosa =<, tga 2
Vi cmu=l=—9m‘—ké nén a la gée B
Canh huyén

nhon cua tam gidc vuong ABC c¢6 canh
géc vuong AC = |, canh huyén BC = 4,
Trong tam gidc nady géc C ké v6i canh
bing 1 nén goc C = a (H.57).

Ap dung h¢ thitc Py-ta-go cho tam gidc
ABC vuodng tai A thu duge

BC’ = CA? + AB?, hay 4° = 17 + AB?

Hinh 57

= AB’ = (Jﬁ)z e AB=15 (vi AB>0).

Vay sina = ?.lga:v"ﬁ. B
Vi tga= 3 =0,8= S G nén a li
5 Canh ké ‘
géc nhon cia tam gidc vuong ABC cé
hai canh géc vuong la AB = 4, AC = 5.
Trong tam gidc nay goc C doi dién vai 4B 5 ol
canh 4 nén C =a (H.58). Hinh 58 &



19.

20.

21.
22

Ap dung hé thiic Py-ta-go cho tam giic ABC vuong 1ai A, ta duoc
el ") b e ] 2
BC? = CA? + AB? hay BC? = 4% + 5° = (Va1

& BC =41 (vi BC>0).

Viy ﬁinu-i com——j—
o N TR/ T
(o
Vi colga =§—=[}.8=M nén a la
1 Canh daoi

géc nhon cia tam gidc vuong ABC c6 hai
canh goc vuong la AB=3, AC=1. Trong ;
tam gidc nay goc B ké vai canh 3 nén

B=a (H.59). . B
Ap dung hé thic Py-ta-go vio tam gidc 4 Hinh 56 B
ABC vudng tai A, ta dugc

BCZ=CA1+ABZhuyBCJ= I1+32={JI_6)2@BC=JI—U (vi BC > 0).

' | 3
Viy sina = m cosct =-‘-G=6.
Vigéc 60° phu vai goc 30°  nén  sin60” = cos30”;
75° phu v6i goc 15°  nén  cos75° =sinlS";
52°30° phu vai 37°30' nén  sin52"30" = cos37°30';

82" phu vai 8° nén cotg82” = 1g8";
10° phu véi 80° nén  tg80° = cotgl0°’.
Xem Vidu l.

2

Ap dung két qui | : 1ga = == ckétqua2: sinfa+cos’a=1.
cosa

a) Thay | = sin‘a + cos°a thu duoc :

: ; e 2
| - smza = s:nzu + cmzu - §IN 0 = COS O,

. 4 4 .2 2 379  JINE B |
b) sin"@ + cos @ + 2sin“acos @ = (sin“a + cosTa) = 1" = L.

2 . 2 2 2 )
c) (1 =cosa)(l +cosa) = | =cos"w =sin"a + cos & — Cos"O = sin°" Q.

2

: 2
d)l +sin“a+cosTa=1+1=2

. 2
. . 2 sin“ o
) Igzu = smzalgzu = l.gzu(I - smﬂu} = lgzucoszc: = 5 4

cos @

cos“a :s'mzu .

19



2 sinla 2 2

2 .
g) cos’a + coszalgzu =C0s"a + cos =cos"a+smma= 1.

cos“a
h) sinat — sina cos’a = sinee (1 - cm:u} = sino:{s'ulzu +cos’a — -:m;zul =sin‘a.
i) lgz{:[2cnszu +sin‘a - 1) = lgzuﬂcnszu + sin’a - cos’u — sina)
2
cos’a
Vi 15" va 75% 25° va 65°, 35° va 55 1a céic cap géc phu nhau nén
sin’15° + 5in’75° = sin?15° + cos?15° = | ;

sin225° +5in°65" = :‘.ir,lzl_‘,i‘j +cos215° = l:

sin“ae - o
= cos a =sin"a.

S

$in?35° + sin?55° = sin?35° + cos?35° = | va sin?45° = [

ViyA=1+1+1+ l:—-{
2 2
Vi 10° va 80°, 20° va 70°, 40" va 50° 1a céc cap géc phu nhau nén
c0s?10° + cos?80° = cos?10° + sin?10° = l:

€0s°20” + c0s*70° = c0s°20° + sin220° = | :
c0s°40° + cos>50° = cos?40° + 5in>40° = | va cos230° = [

=>B=1—I—t+1=—l.
4 4

Theo két qua 1 ciia bai 21, ta cé 1ga = —
cosa

Vai 1ga = (t>0).

cosa 5 cosa = 51

sina 3 {Sinu=3t
o
Thay sina = 3t vi cos o = 51 viio céc bidu thic. 1a cé:
2
=3I+SI=£=_4. b) N = 3151 =13 =“E:
-5t -2 n?-252 —1a2 16
3 3 3
3 s - -
o po_ B0 450 1520 152

T2+ 51002 1950 195

a) M




26.

27.

29.

CHU DE 3
D¢ gidi mot tam gidc vuong cin biét it nhat mot yéu 16 vé canh, nhiéu nhat
mot yéu 16 vé goc (trong dé so canh khong duoc qué hai).
a) sin va cosin cua géc nhon « la cdc 1 s6 lugng gidc lién quan dén canh
huyén clia mot tam gidc vuong.
b) Xem SGK trang 86.
a) tang va cOtang cua géc o la cic i s6 lugng gidc c6 lién quan dén ca hai
canh géc vuéng cia mot tam gidc vuong.
b) Xem SGK todn 9 trang 86. B

K¢ BH vuong géc AC thi BH la duimg cao
cua tam gidc ABC (H.60).

- C
a) BH la déi dién vai A =a cuia tam gidc
ABH vuong tai H ¢6 canh huyén AB =c. PPt | c
“ BH ; b H
Nén sina = hay BH = c.sina. Hinh 60

-

Vay Sppe = %BH.A.C = % besina (dpem).

b) Ap dung két qua cau a cho hinh 61, ta
duoc :

T - besina o

. 1 ;
SADE > mnsina

Hinh 61

Xét tam gidc ABC vuong cin tai A cé
AB=AC=a(H.62).

TacéS= lnzsin;\ = iaz.
2 2 4
Vi tam gidc ABC vudng can tai A nén V
B=C=45° (H.62).
CA

f.‘l Sﬂ___ il
Do dé sind BC 45° °

a , Hinh 62
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30‘

3L

32,

42

Xét tam gidc ABC vuong tai A c6 goc B = 60" (H.63).
Vi AB li canh ké cua géc 60" nén

AB AB
cos60° = —=—
BC a A
hay L & AB=2,
2 a 2
AC la canh d6i dién vai géc 60° nén
60°
siné0® = AC B c
CB Hinh 63
hay V3 - AC AC= ay3
a
i _al3
Dién tich cta tam gidc ABC 1a S = %%“T =2 : -4
Xét tam gidgc ABC déu canh a (H.64). 4
Ké AH vuong géc BC thi AH la canh doi véi
g6c 60° nén
a
AH 6% ey AH Y3 a0
AB a2 2 L
Dién tich tam gidc déu ABC la B H-l ¢
| aJi 32\6 Hinh 64
S=—-a—-= =
2 2 4
Trén hinh 65 ké AH vuong géc BC thi AH 3
vira la dudmg cao via la trung tuyén cia
tam gidc déu ABC, nén BH = 2,5¢cm.
a) Vi AH la canh dai dién véi géc 60° cia 8
tam gidc ABH vuong tai H ¢6 canh huyén
AB =5, nén p &40t A%° c
AH 5.3 2 %
sin60” = — hay AH =2, Hinh 65
AB 2

Mat khdc AH la canh déi dién v6i géc 40° ciia tam gidge ADH 1ai H nén

sind0° = ah hay AD = 53 5
AD 2sin 40

=6,73 (cm).



b) Vi AH i canh d6i dién vé6i goc 40” clia tam gidic ADH vuong tai H nén :

1gd0° = 104 hay HD = 5V3
HD 21240°

Vay DB=DH - BH =5.160 - 2,5 =2.66 (cm).
33. Trén hinh 66 : Ap dung hé thifc vé duimg cao h’ = b'c’, thu duoc :
AH? = 25.64 = 40°
& AH =40 (vi AH > 0).
Vi AH Ia canh d6i dién véi B cia tam
giic ABH vuong tai H nén
AH 40

1gB= = =—=1,6 = B~ 57°59".
BH 25

Do C phu véi B nén C=90° - B = 32°T".

34. a) Trén hinh 67, duémg cao CH li canh
doi dién véi gée 60° cha tam gidgc BHC H
vuong tai H canh huyén BC = 6cm nén

sin60° = CH
BC

= 5,160.

hay CH =6sin60° = 5,196 (cm). B — (5
Vi A+B+C=180° Hinh 67

nén A =180° —100° =80°, CH I canh d6i dién vdi géc 80°, do dé
5.196

sin80°

b) Ap dung két qua cau a) bai 28 thi

Sin80° = ,-%:‘ biy CA'= ~5.276 (cm).

Sanc = %CA.CB.sin-‘-‘mu = % 6.5,276sin40° = 10,174 {n::rrj2 ).
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DUGNG TRON

Chi & 1
SU XAC PiNH PUONG TRON

KIEN THOC CAN NHO

Ba khai niém co ban

1. Dutmg tron tdm O, bén kinh R (véi R > 0) i

hinh gém cic diém cich diém O mot khoing R.

Ki hi¢u (O, R) hay gon hon (O). M
2. Doan thing n6i hai diém bal ki trén dudng

tron goi la mot day cia dudmg tron (H.68).

3. Déy di qua tam la duomg kinh clia duémg tron

(dudmg kinh dai gap doi bin kinh). Hinh 68
Ba vj tri twong déi cla diém M va duéng trén (O, R)

1. M ndm trén (O, R) & OM = R.

2. M ndm trong (O, R) & OM <R.

3. M nim ngoai (O, R) & OM>R.

Ba diéu kién dé xac dinh dudng trén

1. Mot dudng tron duoc xdc dinh khi biél taim va ban kinh ctia n6 (tién dé vé
cdi compa).

2. Mot dudmg tron duoc xdc dinh khi biét mét doan thing 1a duimg kinh ciia
dudmg tron dé.

3. Qua ba di¢m khong thing hang ta v& duge mot vi chi mot duimg tron.
Tinh chat déi ximg cla dudng trén

Dudng tron la hinh vira ¢6 1am déi ximg vira c6 truc d6i ximg : Tam doi
xtmg chinh la 1am cia dudmg tron : Bit ki dudmg kinh ndo ciing 12 truc d6i
Ximg ctia dudmg trdn.



II.

CAC DANG BAI TAP CO BAN

Dang 1
CHUNG MINH NHIEU DIEM
CUNG THUQC MOT DUONG TRON

PHUONG PHAP GIAI

Chimg minh cdc diém di cho cich déu mot diém.

vipu

Vi du 1. Cho hinh chit nhat ABCD ¢6 AB = 12cm, BC = 5¢cm. Chimg minh

ring bon diém A, B, C, D cing thudc mot dudmg trdn. Xdc dinh 1am va bén
kinh cta duimg tron do.

Gidi (H.69)
Goi O = ACABD, ta ¢6 A 12¢m B
OA=0B=0C=0D
(theo tinh chdt vé dudmg chéo cia hinh chit o
nhat). D c

Vay bon diém A, B, C, D cing thudc
duimg tron (O, OA).
Ap dung hé¢ thiic Py-ta-go vio tam gidgc ABC
vudng tai B, 1a thu duoc

AC2=CBZ+BA2hay ACt=524+122=132 = AC= 13 (cm).
Vay bdn kinh cia dudmg tron 14 :

l 13
OA=—-AC=—=6,5(cm).
2 2 A

Hinh 69

Vi du 2. Chimg minh cic dinh Ii sau : A

a) Tam cua dudmg tron ngoai 1i€p tam gidc

vuong la trung diém cla canh huyén.

b) Néu mot tam gidc ¢é6 mor canh la dudmg g

kinh ctia dudmg tron ngoai tiép thi tam gidc d6 ' o

1a tam gidc vuong. Hinh 70
Giai

a) Xét tam gidc ABC vuodng tai A (H.70).
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Goi O 1a trung diém cia BC thi AO la trung tuyén thude canh huyén, nén
OA = OB = OC. Di¢u nay chimg 16 O la tam duimg tron ngoai 1i€p tam gidc
ABC. Viy tam cua dudmg tron ngoai tiép tam gidc vuong li trung di¢m cila
canh huyén.

b) Xét tam gidc ABC ndi ti€p (O) duimg kinh A

BC, OA = OB = OC (vi la bin kinh) (H.71).

Lic dé AO la trung tuyén img véi canh BC
|

TU dily trd di dugc dp dyng k&t 9ud : Néu céc tam gidic vubng cd chung canh huyén thi

céc dinh goc vubng cla tam gidc vubng do clrg thufic mft dudng trdn cb tBm la trura
4 ] 2

diém cua canh huyé’n chuna do,

vi OA = 5 BC. B % C
Viy tam giac ABC vuong tai A. Hinh 71
Whin xél quan trong :

46

Vi du 3. Cho tam gidc déu ABC ¢6 canh bing a. AM, BN, CP li ciic dudng
trung tyé&n. Chimg minh ring bon diém B, P, N, C cing thudc mot dutmg
tron. Hiy vé dudmg tron do.,

Giai (H.72)
Vi ABC la tam gidc déunén AB=BC =CA =a.
Do AM, BN, CP la cic trung wyén nén M, N, P
P lidn I 1a trung diém cia BC, CA. AB, suy
ra MN, MP la cic dudmg trung binh cla tam
gidc déu ABC.

A

s X
-
)

Liic d6 MN = MP = MB = MC = %[tinh chat
duimg trung binh). Vay bon diém B, P, N, C

cung thude dudmg tron (M, % ) Hinh 72
Vi du 4. Cho tif gidc ABCD ¢6 C+D=90°. Goi M. N, P.'Q lén lugn 1
trung diém cda AB, BD, DC va CA. Chimg minh ring bon diém M, N, P, Q
cung thudc mot dudmg tron.



I11.

4.

Giai (H.73)

Goi | = DANCB. Vi C+D=90°
(theo g1), nén DIC = 90°.

Do M, N, P, Q la trung diém cua
AB. BD, DC, CA nén MN, NP, PQ,
QM lan luen la cdc dudmg trung binh
cia tam giic : ADB, BCD, ADC. Hinh 73
BCA. suy ra MN // AD, PQ // AD, MQ // BC, NP /f BC do do :

MN // PQ. NP // MQ. suy ra ut giac MNPQ la hinh binh hanh.

— .

M, =1 —_— A o~
Lai ¢6 ,__I l (vi dong vi) = MNQ =1, +1, =1=90° nén MNPQ Ila
M, =1

hinh chit nhit. Theo Vidu 1. M, N, P, Q cing thuéc mot dudmg tron.
BAI TAP

Cho tam gidc ABC (A =90°), dudmg cao AH. Tir M 1 diém bat Ki trén canh
BC ké MD L AB, ME L AC. Chimg minh nam diém A, D, M, H. E cung nim
trén mot dudmg tron.

Cho tam giic ABC (A=90") goi D la diém d6i ximg véi A qua canh BC.
Chimg minh 4 diém A, B. C, D cing thudc mot dudmg tron.

Cho hinh chir nhit ABCD v¢ 1am gidc AEC vuong tai E. Chimg minh nam
diém A, B. C. D. E ciing thudec mot duimg tron.

Cho hinh vuéng ABCD.

a) Chimg minh ring bon dinh cia hinh vuong ciing ndm trén mot dudmg tron.

b) Tinh bén kinh cta dudmg tron dé biét canh cua hinh vuong bang 2dm.
Cho tam gidc ABC, cdc dudmg cao BD, CE. Chimg minh rang bon diém B, E,
D. C ciing thuoc mét dudmg tron.

Cho tii gidc ABCD c6 B =D = 90°.

a) Chimg minh bon diém A, B, C, D cing thuéc mot dutmg tron.

b) Néu AC = BD thi ur giic ABCD la hinh gi?

Cho i gidgc ABCD ¢6 AC L BD. M, N, P, Q ldn lut la trung diém cia cic
canh AB, BC, CD, DA. Chimg minh bén diém M. N, P, Q cung thudc mat
dudmg tron.
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Dang 2
XAC DINH TAM VA BAN KINH PUOGNG TRON NGOAI TIEP

PHUONG PHAP GIAI

1. Tam giac thuimg. V& hai duémg trung tnuc, giao diém cua hai duimg
trung truc la thm dudmg tron ngoai Li¢p tam gidc

2. Tam gidc vudng. Tam dudmg tron ngoai i€p tam gide 1a trung diém cia
canh huyén.

3. Tam gidc can. Tam cia dubmg tron ngoai tiép tam gidc thudc duimg cao
ha tir dinh dén day.

4. Tam gidc déu. Tam cia dudmg trdn ngoai 1i€p tam gidc trung véi truc
tam, trong tam, 1Am dudmg tron ndi 1iép 1am gidc.

vibu

Vi du 1. Tinh bdn kinh dudmg trdon ngoai
li¢p cla tam gidc vuong cin c6 cdc canh
goc vudbng biing a.
Gidi (H.74)

Xét tam gidc ABC vuong tai A, cé hai
canh géc vudng la AB = AC = a. Goi O la
trung diém cla canh huyén BC thi OA =
OB = OC do d6 O la tam cia dudmg tron
ngoai ti€p tam gidc ABC; vi a | canh d6i
dién véi géc 45° nén

i R e Bt e alE
BC 5in45°
i av2
Vay (0) ¢6 bin kinh la 2.

Vi du 2. Xdc dinh tam va bdn kinh cia
dudmg trdn (O) ngoai ti€p tam gidc déu ABC
canh bang a.

Gidi (H.75)
Ké dudmg cao AH cit (O) tai D. Vi tam gide
ABC déu nén AH la trung truc cia BC, do dé
O nim trén AH. Day AD di qua tam O nén




AD la dutmg kinh ciia (0). Mat khic AH 1a phan gidc nén BAD = 30°. Tam
gidc ABD noi tiép (O) duimg kinh AD nén tam gidc ABD vuong tai B.
Canh AB = a ké vai géc 30° do d6

cns.'%ﬂ“:'q—n hay AD= ——="n =
AD

:
Viy (0) c6 bin kinh la —;-AD - “—3{ :

Vidu 3. Cho tam gidc ABC can tai A, noi tiép dutmg tron (O). Puimg cao
AH cit (0) o D. Biél BC = 24c¢m, AC = 20cm. Tinh chiéu cao AH va bén
kinh dutmg tron (O).
Gidi (H.76)

Vi tam gidc ABC cin 1ai A, nén AH la trung
truc ctia BC, do d6 AH di qua O hay day AD
di qua tam O nén AD la dudmg kinh clia (O).
Lic d6 tam gidc ACD noi tiép (O) duomg kinh
AD nén 1am gidic ACD wvuong tai C. Mat
khic dudng cao AH la trung tuyén nén
BH = HC = 12cm. Tam gidc ACH vuéng tai
H ¢6 canh huyén AC = 20cm.
Ap dung h¢ thirc Py-ta-go, ta dugc

AC? = CH? + AH?
hay  20°=127 + AH? & AH? = 16 Hinh 76

<> AH = 16 (cm) (vi AH > 0).
Ap dung h¢ thic vé canh cho tam gide ACD vuong tai C, ta dugc

AC? = AH.AD hay 400 = 16.AD > AD = % =25 (cm).

Viy bin kinh dutmg tron (O) bing 12,5¢m.
Vi du 4. M6t tam bia hinh tron khong con dau vé cia tam. Hay tim lai tam
ctia hinh tron dé.

Giai
Cach 1 : Trén dudmg tron ldy 3 diém phan biét A, B, C. Dung hai duimg
trung truc cia AB, AC. Chiing cét nhau tai O, dé |3 1am cia hinh tron.
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Cdch 2 : Dung tinh chat: bat ki duéng kinh nio cing la truc doi ximg cua
dudmg tron.

Thao tac | : Gap tdm bia lin thir nhdt sao cho 2 phin cia hinh tron tring
nhau, Nép gip la mot dudmg kinh.

Thao tac 2 : Gap tam bia lin thit 2 ta duge dudmg kinh thit 2. Giao di¢m cua
hai dutmg kinh nity la tam cua hinh tron.

Ap dung : Ban An ¢6 mot s6 miéng sat hinh tron mudn duc mot 16 @ phin
gilta d¢ 1am binh xe 016 d6 choi. Sir dung cich 1 ¢6 thé dé ding tim duge
diém cén duc 16.

III. BAI TAP

8.  Th¢ nao la dudng tron ngoai tiép mot tam gidc ? Néu cich xic dinh tam cla
dudmg tron ngoai tiép tam gidc.

9. Tim coa dudmg tron ngoai tiép mot tam gidc c¢6 ba géc nhon, c6 mot goc
vuong, ¢6 mot gée ti nam & dau ?

10. Tinh bdn kinh dudmg tron ngoai ti€p tam gidc vuong cin ¢é canh géc vuong
bing 3.

11. Cho tam giic déu ABC canh bang 3. Hay tinh chi¢u cao va bin kinh cua
duimg 1rdn ngoai 1ép cua nob,

12, Cho tam giac ABC cin tai A, BC = 12cm, chiéu cao AH = 4cm. Tinh bidn
kinh cia dudng tron ngoai U€p tam gidic ABC.

Dang 3
DUNG PUGNG TRON THOA MAN PIEU KIEN CHO TRUGC

.  PHUONG PHAP GIAI
1. Xdc dinh tam.
2. Xic dinh bidn kinh.

1. ViDby

Cho gé6ce nhon xAy vi hai diém B, C thude tia
Ax. Dung duong tron (O) di qua B va C sao
cho tam O niim trén tia Ay.

Giai (H.77)
Gia sir di dung duoce (O) thoa man ddu bii ; PN
OB = OC biing bdn kinh, nén O nim tén A B~—_—C =

trung truc d cia BC. Hinh 77
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VI.

O nim trén Ay nén O la giao diém cua d va Ay.

Cach dimg. Dung duimg trung true d coa BC cit Ay tai O. Dung duimg tron
tam O bdn kinh OB thi d6 la dudng tron phai dung (H.77).

BAI TAP

Cho 1am gidc ABC vudng tai A,

a) Néu cich dung dudmg tron (O) di qua A vix 1iép xiic vai BC tai B.

b) Néu cich dung dudmg tron (O") di qua A va tiép xic vai BC tai C.

Chi g€ 2
PUGNG KiNH VA DAY CUNG CUR MOT CUNG TRON

KIEN THUC CAN NHO

Tinh chat dic trung clia duting kinh trong céc day cua dudng tron
Pudng kinh la day Ién nhat.

Quan hé vuong goc giira dudng kinh va day

1. Trong mot dudng tron, dudmg Kinh vudng géc v mot day thi di qua trung
diém cua day dy.

2. Trong mot dudmg tron. dudng kinh di qua trung diém cua mot diay khong
di qua tam thi vuong géc véi day dy,

Khoang cach tir mét diém O dén dudng thing a

Khodng cich tir mot diém O dén duimg thing a la do dai dudmg vuong goc
OH ké tir O dén a.

Dau hiéu nhan biét dudng thing song song céach déu

1. Nhimg dutmg thing song song chin trén mot dudng thing cho trude
nhimg doan thing li¢n ti¢p bang nhau thi ching song song cich déu.

2. Nhimg dudmg thang song song cich déu chan trén mot duimg thing bat ki
nhimg doan thang lién tiép bang nhau,

Trong mét dudng trén

1. Hai day bing nhau thi cich déu tam.

2. Hai day cdch déu tam thi bing nhau,

Trong hai day ciia mét dudng tron

1. Day nio Ién hon thi diy dé gin tim hon.

2. Day nio gin tam hon thi day dé lon hon,
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CAC DANG BAI TAP CO BAN

Dang 1
CHUNG MINH HAI DOAN THANG BANG NHAU
HAI DAY BANG NHAU

PHUONG PHAP GIAI
1. Trong mot dudmg tron, hai day bing nhau thi cich déu nhau va nguoc lai.
2. Chimg minh hai tam gidc bing nhau.

vi DU

Vi du 1. Cho (0) duomg kinh AB, day CD DK
khong cit dudmg kinh AB. Goi H, K thi e la g7 ¢

chan duimg vuong goc ké tir A va B dén CD.
Chimg minh ring :

a) CD va HK ¢6 trung di¢m triing nhau ;
b)CH=DK;

c) DH = CK.
Gidi
Trén hinh 78 :
a) Ké OI LCD thi AH // O1// BK (1
(vi cung vubng géc v CD).
Mi AO = OB (vi la bédn kinh cla (0)). (2)

Tir (1) va (2) suy ra AH, OI, BK 1a ba dudmg thing song song cich déu.
Suy ra

HI = IK. (3)
Lai ¢6 OI vuong géc véi day CD nén CI = ID. (4)
Tir (3) va (4) 1a thay CD va HK c6 cing trung diém I 1.
b) Trir (3) cho (4) theo v& thu duoc

HC = DK (dpcm). (5
¢) Cong vao hai vé clia (5) doan thing CD thu duge CK = DH.
Vi du 2. Cho (O) dudmg kinh AB. Ké hai day song song AC v BD. Chung
minh ring :
a) AC=BD: b) CD la dutmg kinh cua (O).



Giai

a) Trén hinh 79. Ké OH L AC cit BD 1ai K, do
AC // BD nén OK L BD. Lic d6 OH la khoang

cich tr tdm O dén day BD.
Vi AO =OBva A =B (so le trong). b .

Nén AOHA = AOKB (truomg hop bang nhau o
dic biét cia tam gidc vuong).

Suy ra OH = OK hay day AC va BD cich déu
tam O. Vay AC = BD.

b) Tu gidc ACBD c6 AC // BD va AC = BD
(theo cdu a) nén ACBD la hinh binh hianh. Suy ra CD di qua tam O la trung
diém ciia AB. Vay CD la dudmg kinh ctia duémg tron (O).

Vi du 3. Cho (O) ¢6 cic diy AB va CD bang nhau. Cic tia AB va CD cit
nhau tai di€ém E ndm bén ngoii dudmg tron. Goi H va K theo thit 1 1a trung
diém ctia AB va CD. Chimg minh ring :
a) EH = EK.

b) EA = EC.

Hinh 79

Giai
a) Trén hinh 80. Vi AB = CD nén hai £
day AB va CD cach déu tam uic 1a :

OH = OK. (1)
Mat khic
EO = EO. (2)

Tir (1) va (2) suy ra AEHO = AEKO (truémg hop canh huyén, canh géc
vuodng).

Suyra EH=EK. (3)
b) Vi OH vuéng goc vai day AB nén OH di qua trung diém clia day AB tic la
AH=HB= A—;i' : (4)

Vi OK vuéng géc véi day CD nén OK di qua trung diém cia day CD, do dé

a3
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CK=KD= C_::)_ : (5)
Tu(d)va(5)vaAB=CDsuyra:

AH =CK. (6)
Trir (3) cho (6) theo v¢, 1a duoc EA = EC.
Vi du 4. Cho tam gidc ABC, cdc duémg cao BD, CE. Chimg minh ring :
a) Bon diém B, E, D, C ciing thudc mot dudomg tron.
b) DE < BC.

Gidi :

Vi hai tam gidc vuong BEC va BDC c¢6 chung

canh huyén BC nén hai dinh géc vuong E va D E 2

nam trén dudng tron duong kinh BC. Vay bon

diém B, E, D, C cing thuéc mot dudmg tron

(H.81). B C
b) Trong dudmg tron duomg kinh BC, DE la mot Hinh 81

day khong di qua tam. Vay DE < BC.
Vi du 5. Cho (O, 5cm), diy AB = 8cm.
a) Tinh khoang cich 1ir tim O dén diay AB.

b) Liy diém I thuoc day AB sao cho Al = lem. Ké day CD di qua [ vi vuong
g6c vé AB. Chimg minh AB = CD.

Gidi D

a) Trén hinh 82 ké OE vuong géc véi diay AB thi
OE 14 khoiang cich tir 1am O dén day AB va
OE di qua trung diém coa day AB uic la Fl- 0
AE = EB = 4cm. A\ien, b A
Ap dung hé thic Py-ta-go cho tam giéc OEB Q \iy
vuodng tai E c6 canh huyén OB = Scm, thu duge c

OB’ = BE* + EO” hay 5° = 4° + OF’ Hinh 82

= O0E’ =3 < 0E=3m
b) Ké OF L CD thi OF la khoang cdch tir tim O dén day CD. Ta thy ur gidc
IFOE la hinh chtr nhit nén OF = IEmalE=AE-Al=4-1 =3 (cm).
Suy ra OF = OE = 3cm hay AB. CD cich déu tam O. Viay AB = CD.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

BAI TAP

Chimg minh dinh 1i : Trong cdc day cia mot duong tron day lén nhat la
dudmg kinh.

Viét bao Nam : Trong mot duimg tron, duémg kinh di qua trung diém mot
day thi vuéng géc véi day dy. Nam bao Viét ban néi sai réi. Theo em ai n6i
diing. ai néi sai ? vi sao ?

Cho nira dudmg tron tam O dudmg kinh AB, day CD, cdc dudng vudng goc
véi CD tai C va D uong img cit AB & M va N. Chimg minh raing AM = BN,
Cho nira duomg tron tam O dudmg kinh AB. Trén AB ldy hai diém M, N sao
cho AM = BN. Qua M va N k¢ hai dudng thang song song véi nhau cit nira
dutmg 1ron lin lugt ¢ C va D. Chimg minh rang MC va ND vuong gac
vai CD.

Cho (O) duémg kinh AB. Day CD cét duémg kinh AB tai 1. Goi H va K thir we
la chéin dutmg vuong gdéc ke tir A va B dén CD. Chimg minh ring : CH = DK.
Cho (O) ¢6 tam O nam trén dudmg phan gidc cla goc XAy, cit tia AX 0 B va
C, cit tia Ay & D va E. Chimg minh ring hai day BC va DE cich déu tam O
va bang nhau.

Cho hinh 83, trong d6 MN = PQ. Chimg
minh ring :

a) AE = AF.

b) AN = AQ.

Cho (O) hai day AB, CD béng nhau va ci
nhau tai diém I ndim bén trong dudng tron.
Chimg minh rang

a) 10 la tia phan gidc cua mot trong hai géc
tao bai hai dav AB va CD.

b) Diém I chia AB, CD thinh cdc doan thing bing nhau déi mot.

Cho (O) cic bdn kinh OA va OB. Trén cung nho AB ldy cic diém M va N
sao cho AM = BN. Goi C = AMn BN,

Chimg minh ring :

a) OC la tia phan gidc cua géc AOB.

b) OC vudng goc vai AB.

Cho hinh 84, hai dudng tron cing c¢é 1dm la O.
Mot dutmg thdng cit hai dudmg tron dé theo thit tu
A. B, C, D. Chimg minh rang :

e e : . A\ B~___~C/D
a) AB=CD. v

b) AC = BD. Hinh 84




II.

56

Dang 2 i
TiNH DO DAI MOT DOAN THANG -
D) DAI MOT DAY CUNG

PHUONG PHAP GIAI

1. Xdc dinh khoang céch tir tam dén day.

2. Ap dung hé thic Py-ta-go cho mot tam gidc vuong c6 canh huyén I bén

kinh cia dudmg tron.

vi DU

Vi du 1. Cho (O) ¢é ban kinh OA = 3cm. Day BC

cia dudng tron vudng géc véi OA tai trung diém ciia

OA. Tinh d0 dai cha diy BC. /
AL

Ky 15|15 O
Trén hinh 85 goi I = OA N BC thi OA vudng géc véi ;
day BC tai trung diém I ctia OA nén BC = 2IB = 2IC \
va Al =10 = 1,5 (cm).
Ap dung h¢ thic Py-ta-go vao tam gidc BIO vuong
tai [ c6 canh huyén OB = 3cm, thu duoc

Hinh 85

2
OB’ =BI* +10%hay 3 =B’ + 1.5? = BI* = [3‘2£]

< Bl = % (cm) (vi BI > 0).

VayBC=3 J3em.
Vidu 2. Cho (O, R) va diém M nam bén trong duémg tron.
a) Hay néu cich dung day AB nhan M lam trung diém.
b) Tinh diy AB & c4u a, biét R = 5cm, OM = | 4cm.
Gidi
a) Dung day AB vuong géc véi OM tai M thi

AM = MB = % (H.86).
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25.

26.

I1.

b) Ap dung hé thic Py-ta-go vio tam giic AOM
vuong tai M ¢ canh huyén OA = S5cm thu duoc.

OA” = AM’ + MO’ hay 57 = AM® + 1.4 P :O
<> AM? = 4.8 (cm) (vi AM > 0). *‘\éj—/a
Viy AB = 9,6cm.
: ) Hinh 86 .
BAI TAP

Cho (O, 25¢m), day AB = 40cm. V& day cung CD song song vdi AB vii ¢6
khoing ciich dén AB bang 22cm. Tinh do dai day cung CD.

Cho (O) trong dé hai day cung AB, CD biing nhau vit vuong géc véi nhau tai
I. Bi€t IC = 2cm, ID = l4cm.

Tinh khoang cich tir tam O dén mdi day cung.

Cho (O, 25c¢m), hai day cung AB, CD song song vai nhau va c6 do dai theo
thi wr bang 40cm, 48cm. Tinh khoang cdch gilta hai diy cung dy.

Dang 3 .
SO SANH HAI DAY CUNG - HAI POAN THANG

PHUONG PHAP GIAI

1. Xdc dinh khoing cdch tir tam dén day.

2. Trong hai ddy cung cia mot dudmg tron, diy nao Iém hon thi gdn tam hon va
nguoe lai.

3. Quan h¢ gida dudng vuong géc va dudmg xién : Trong cic dudmg xién va
duimg vuong goc ké tir mot diém & ngoai mot dutmg thing dén dudmg thing
d6, dutmg vuong géc li dudmg ngin nhat.

Vi Dy

Vi du L. Cho hinh 87 trong d6 hai dudmg tron
ciing ¢6 14m 14 O. Cho biét AB > CD. Hily so sinh
cic do dai

a) OH va OK.,

b) ME va MF,

¢) MH via MK. Hinh 87
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Gidi (H.87)

a) Trong dudmg tron nho do OH vuong géc vai day AB. OK vuong goc vai
day CD nén OH la Khoang cdch tir tam O dén day AB va OK la khoang cich
tir tam dén day CD. Vi AB > CD nén OH < OK.
b) Trong duémg tron Ién vi OH vuéng géc vai day ME. OK vubng géc vai
day MF nén OH I khoang cich tir taim O dén day ME va OK Ia khoing
cdch tirtam O dén day MF.
Do OH < OK (theo cau a) nén ME > MF.
¢) Tircéu b, do ME > MF = %— > j'g hay MH > MK.
Vi du 2. Cho (O) diém A nam bén trong duimg
tron. Vé day BC vuong géc vai OA. VE day EF
bat ki di qua A va khong vuong géc véi OA. So
sdnh do dai hai day BC va EF.

Giai (H.88)
Vi OA LBC nén OA la khoang cich tir tim O
dén day BC ¢6 dinh.
K¢ OH vuong goc vai day EF thi OH la khoang Hinh 88
cach tir tam dén day EF.

Luc d6 OH la dudmg vuong géc ké tir O dén day EF va OA la dudng xién ké
tr O dén diay EF nén OH < OA. Ddu bang xay ra khi H=A hay
EF = BC. Suy ra EF =BC.

Nhan xét : Trong cdc day di qua mot diém A & trong mor dieomg tron, diy
viéng géc var ban kinh qua A'la day ngdn nhat.

Vi du 3. Cho (O, 5cm), diém M cich O la 3em.

F
a) Tinh do dai day ngin nhat di qua M.
b) Tinh d6 dai day dai nhat di qua M.

Gidi (H.89) ' D
a) VE day AB vuong géc v6i OM thi 7,
f|
AM = MB = 52 if/ #
va OM la khodng cich tir O dén day AB. = E
Hinh 89
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27%.

28+,

Ap dung hé thicc Py-ta-go vao tam gidgc OAM vuong tai M c6 canh huyén
OA =5 thu dugc

OA? = AM? + MO? hay 5% = AM? + 3

& AM? = 4% & AM =4 (cm) (vi AM > 0).
Suy ra diy AB = 8cm.
Ké day CD bat ki di qua M va OI vuong géc vai day CD thi Ol la khoang
cdch tir tam O dén day CD. Lic dé Ol 1a dutmg vuong géc ke 1ir O dén day
CD va OM Ia dudmg xién ké tir O dén day CD.

Suy ra O < OM = CD 2AB = 8cm. Vay AB = 8cm la day ngin nhat di
qua M.

b) Kéo dai OM cit (O) tai E, F thi EF = 10cm la day dai nhat di qua M (vi
trong mot dudmg tron day I6n nhat 1a dutmg kinh).

BAI TAP

Cho (O) va hai day cung AB vit CD cit nhau tai diém M nam bén trong duimg
tron. Goi H va K theo thit tv li trung diém cta AB va CD. Bi¢t AB > CD.
Chimg minh ring MH > MK.

Trong (O) cho mét diém A khdc diém O. Tim trén dudmg tron nay mot diém
M sao cho géc AMO 16n nhét.

Chi de 3
Vi TRI TVONG DPOI CUR PUONG THANG VA PUONG TRON

KIEN THUC CAN NHO

Ba vij tri tuong déi clia dudng thing va dudng trén
Xét (0) va dudmg thing a trén mat phang.
1. a ciit (O) & a va (0) c6 2 diém chung < a la cit wyén cia (O).
2. a 1iép xiic véi (O) < a va (O) chi ¢6 | diém chung
<> a la 1iép tuyén cia (0).

3. a khong giao nhau véi () <> a va (0) khong ¢6 diém chung.
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Ba ménh dé xac dinh vj tri tuong déi giira dudng thing va
duong trén

X€1 (O, R) vit dudmg thing a. Goi H I chan duimg vuéng géc ké tir O dén a
thi d diii d = OH 1a khoing cdch tir tam O dén dubmg th, -~ a

lacit (O,R)e>d<R.

2. a uép xic véi (O, R) e>d = R.

3. a khong giao nhau véi (O, R) <> d > R.

Tinh chat cla céac diém cach déu mét duing thing cho trudc

Ciic diém cdch duomg thing a mot khodng bing h nim trén hai duimg thing
song song vdi a ciich a mot khodng biing h,

CAC DANG BAI TAP CO BAN
Dang 1
XAC DINH V] TRi TUONG DOI
CUA PUONG THANG VA DPUONG TRON

PHUONG PHAP GIAI
1. Xiic dinh khoing cich d tir tim O dén dudmg thing.
2. So sdnh d véi R.
Vi DU
Vi du 1. Dién vio cic chd tréng (...) trong bang sau (R 1a bdn kinh cua
dudmg tron, d Ta khoing cich tir tam dén duémg thing).

R d Vi tri tuomg d6i cla dudmg thing va dudmg tron

Scm | 3em

6cm | .. Tiép xiic nhau

dem | Tem




Huemg dan -

= Vi3 <5nénd<R. Vay dudng thing cit duomg tron.
~ Duimg thing va duémg tron iép xiic nhau nén d = R = 6cm.
= Vid4 <7nén R <d. Vay duomg thang va duimg tron
khéng giao nhau. Y
Vidu 2. Trén mat phing toa do Oxy cho diém A (3 ; 4)
¢6 hodnh do bing 3 va tung do bing 4 nén khodng cich
Wr A dén Oy bang 3 vi khoang cich tr A dén Ox
bing 4. Vay (A, 3) 1iép xic véi truc tung Oy va khong
giao nhau véi truc hoinh Ox (H.90).
Vi du 3. Cho dutmg thing a va mot diém O cich a la Hinh 90
3em. VE (O, 5cm).
a) Dutmg thing a ¢6 vi tri nhur thé nio déi véi (0) ? Vi sao ?
b) Goi B, C la cdc giao diém ciia duimg thing a va (O). Tinh do dai BC.

Gidi
a) Ké OH Lathi OH = 3¢m la khoing cich tir
thm O dén dudmg thing a. Do 3 < 5 nén duimg
thing a cit (0). 4
b) Vi OH L a nén OH vuong gic véi day BC a
ciia (0) do 6 B\E/c

BH=HC=%£. Hinh 81

Ap dung h¢ thic Py-ta-go vio tam gidc OHC (H.91) vuong tai H c6 canh
huyén OC = 5¢m thu duge

0C? = CH? + HO? hay 5° = CH® + 3
& CH? =4 ¢ CH =4 (cm) (vi CH > 0)

Viy BC = 8cm.

I1I. BAI TAP

29. Vi sao mot dudng thing va mot dudng tron khong thé ¢6 nhiéu hon hai diém
chung ?

30. Vi sao khong thé ¢6 mot tiép tuyén di qua mot diém bén trong dudng tron.
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Trén mat phing toa do cho diém I = (=3 : 2). V& dudmg tron tam | ban kinh
bing 2 thi duémg tron ¢6 vi tri twong doi nhu thé nio déi vai céc truc toa do.
Cho diém O cich dudmg thing a la 6cm. VE duimg tron (O, 10cm).

a) Chimg minh ring (0) ¢6 hai giao diém vdi dudng thing a.

b) Goi hai giao diém néi trén 1a B va C. Tinh do dai BC.

Dang 2
TiM VI TRi TAM CUA MOT DUONG TRON
€O BAN KiNH CHO TRUGC TIEP XUC
vO1 MOT DPUONG THANG CHO TRUGC

PHUONG PHAP GIAI

1. Xic dinh khoang cich tir tam dén dudmg thing.

2. Ap dung tinh chdt cdc diém cich déu mot dudmg thing.
vi Dy

Cho duémg thang xy. Tam cua cic dudmg tron
¢6 ban kinh bing lem va tiép xic véi dudmg 1

thiing xy nim trén dudng nao ?
Goi (I) 12 dudng trdn ¢6 bén kinh bing lem g
lem

1iép xiic voi dudmg thing xy.
Ké IH Lxy thi [H = lcm. Nhu vy cic diém [, |
cich déu dudmg thing xy mot khodng céch

bang lcm nén I ndm trén hai duémg thing a va "
a’ song song va cich xy mot khoang lem (H.92).
BAI TAP
Cho dudng thang a. Tam I cia 141 ca cic dudng /
trbn ban kinh 3cm ti€p xic véi duimg thing a
nam trén dudmg nio (H.93) ? QL

a

Cho hai dudng thing x'Ox va y'Oy cil nhau tai
O. Tam I cua 14t ca cic dudng tron Lép xic vai Hinh 93
hai dudmg thing trén nidm trén dudmg nio ?




Cho J& &
CAC TINH CHAT cUA TIEP TUVEN

KIEN THOC CAN NHO

Pinh nghia

Duimg thing a tiép xdc véi (O. R) khi va chi khi khodng cich d tir O dén
dudmg thing a bing R (d = R).

Hai tinh chat cua tiép tuyén

1. Tinh chat dac trung cua ti¢p tuyén

a) Néu mot dudmg thing la tiép tuyén cia mot
dudmg tron thi né vuodng géc véi bin kinh di
qua tiép diém.

b) Néu mot duémg thing di qua mot diém cia
dudmg tron va vudng goc vai ban kinh di qua
diém d6 thi dudmg thang ay 13 mot 1i€p wyén
cua dutmg tron. '

2. Tinh chil cba hai tép tuyén cat nhau

MA va MB la hai uép tuyén cua (O). Khi dé (xem H.94)

MA =MB
M, =M,
03=0,

Hai dau hiéu nhan biét tiép tuyén cta dudng trén

1. Ddu hiéu 1:. Theo dinh nghia.

2. Déu hiéu 2; Tinh chat dac tnmg cha tiép tuyén.

Dung tiép tuyén

Qua diém M nidm bén ngodi (O) hdy dung 1iép tuyén cia dudmg tron 1.

Bitie 1. Dung dudmg tron phu dudmg kinh MO cit (O) tai A, B (H.94).

Birire 2. Noi MA, MB thu duge 2 tiép tuyén cédn dung.

Dudng trén ndi tiep tam giac

1. Duomg tron tiép xic véi ba canh cia mot tam gidc goi la dudmg tron ndi
liép tam gidc, con tam gidc goi la tam gidc ngoai ti¢p dudmg tron.

2. TAm ciia dudmg tron noi tiép tam gide 1a giao diém cdc dudmg phan gidc
cdc goc trong cia tam gide (H.95).
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IL.

B II')' C
Hinh 95

Budng tron bang tiép tam giac
1. Dudmg tron nép xic voi mot canh cua mot tam gidc vi phin kéo dai cia
hai canh kia goi la dutmg tron bang tiép tam giic.

2. Tam cua dudmg tron bang 1iép tam gide trong gée A li giao diém cia hai
dudmg phan gidc cdc gée ngoai tai B va C (H.96).

3. Moi tam gidc ¢6 ba duimg tron bang 1iép.

CAC DANG BAI TAP CO BAN

Dang 1
TINH DQ DAI CUA MOT DOAN TIEP TUYEN

PHUONG PHAP GIAI

1. Xéc dinh tam gidc vuong c6 dinh géc vuong 1a ti€p diém nhe tinh chat
dic trumg cua tiép tuyén.

2. Ap dung hé thiic lugng vio tam giidc vudng,
vipy

Vi du 1. Cho (O, 6cm) via mot diém A cich O 1a 4

10em. Ké tiép tuyén AB vai dudmg tron (B la ticp
diém). Tinh do dai AB.

Gidi Hinh 97

Vi AB tiép xic v6i (O) tai B (H.97) nén OB_L BA hay tam giic AOB vuong
tai B. Ap dung hé thic Py-ta-go cho tam gidc AOB vuong tai B c6 canh
huyén OA = 10cm, thu duoc

OA’=0B’ + BO* hay 10° = AB’ + 6” ¢ AB’ = 8% & AB = 8 (cm) (vi AB> 0).



Vi du 2. Cho (O) c¢6 ban kinh OA = R, day BC vudng géc vai OA tai trung
diém M cia OA.
a) Tt gidc OCAB la hinh gi ? Vi sao ?

b) K& tiép tuyén véi dudmg tron tai B cat
duong thang OA tai E. Tinh d¢ dai BE theo R.
Giai
a) Trén hinh 98 vi OA vubng géc vai day
BC nén BM = MC ; AM = MO (gt) suy ra
ABOC 1a hinh thoi (vi cé hai dutng chéo

A0, BC vuéng géc véi nhau va cat nhau tai trung diém clia moi dudng).

b) Vi ABOC Ila hinh thoi nén AB = BO = OA = R, hay tam gidic ABO déu
= 0=60°,

Vi EB tiép xiic vai (O) tai B nén OB L BE hay tam giic OBE vuong tai B.
Lic d6 canh BE déi dién véi goc 60° nén

tg60° = % & BE = BO.tg60° = Rv/3.

Vi du 3. Tir diém A & ngoai (O) ké cdc ti€p tuyén AB, AC véi dudmg tron
(B, C 1a céc tiép diém).
a) Chitng minh ring OA L BC.
b) V& duong kinh CD. Chimg minh ring
BD // AO.
¢) Tinh d6 dai cdc canh cla tam gidc ABC
biét OB = 2cm, OA = 4cm.

Gidi
a) Trén hinh 99 ta ¢6 AB = AC (tinh chat hai tiép tuyén cét nhau).
OB = OC (vi la bdn kinh ctia (0)), suy ra OA la trung truc clia doan BC nén
OA LBC. (1)
b) Vi tam gidc BCD cé canh CD la duomg kinh cila dudng tron ngoai ti€p nén
tam gidc BCD vuong tai B hay BC L BD (2).
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3s.

39.

Tir (1) va (2) suy ra BD // AO.
¢) Do AB 1i€p xiic véi (O) tai B, nén AB_L BO, hay tam gidc ABO vuong tai
B ¢6 canh huyén AO = 2BO = 4cm.

Suyra  A=30° dodé BAC=60°hay tam gidc ABC la tam gidc déu
déng thi BOA = 60°.
Trong tam gidgc ABO vuong tai B c6 canh AB déi dién vdi géc 60° nén

B
$in60” = :—g & AB = AOsin60° = 4 T =2V3 (cm).

BAI TAP

Tir diém A ndm bén ngoai duimg tron (0). Ké cac 1ép uyén AM, AN vdi
dudmg tron d6 (M, N la cédc tiép diém).

a) Chimg minh ring OA L MN.

b) V& duimg kinh NOC. Chimg minh ring MC // AO.

¢) Tinh do dai cdc canh cha tam gidac AMN bi¢t OM = 3cm, OA = 5cm.

Tur diém M ndm bén ngoai duimg tron (0), ké cic tiép tuyén MD, ME vai
dudmg tron (D, E la cdc tiép diém). Qua diém | thudc cung nhé DE, ké tiép
tuyén véi dudmg tron, cit MD, ME theo thir tw & P v Q. Biét MD = 5cm.
Tinh chu vi tam gidc MPQ.

Tir diém A ndm bén ngoai (O, 6cm) c6 OA = 10cm, ké cdc tép uyén AB,
AC véi duimg tron (B, C la cdc tiép diém).

Goi H la giao diém cua AO va BC.

a) Tinh d6 diai OH.

b) Tinh d¢ dai AB.

Cho dutmg tron (O ; 2cm) cdc 1i€p tuyén MA, MB ké tr M dén dudng tron
vuodng géc véi nhau tai M (A, B Ia céc ti€p di¢m).

a) Tit gidc MBOA la hinh gi ? Vi sao ?

b) Goi C la diém bat ki thuoc cung nho AB. Qua C ké ti€p tuyén vdi duimg
tron, ¢t MA, MB thir e tai D va E. Tinh chu vi 1am gidgc MDE.

¢) Tinh s6 do géc DOE,

Cho tam gidc ABC vuong 1ai A. PBuomg tron tam 1 noi 1i¢p tam giac ABC
tiép xuic vai AB, AC lin luo tai D, E.

a) Ta gidc ADIE la hinh gi ? Vi sao ?

b) Tinh bén kinh cta (I) bi¢t AB = 3cm, AC = 4cm.

SB-PP giai TY. 1N
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Dang 2 2
CHUNG MINH MOT DPUOGNG THANG
LA TIEP TUYEN CUA MOT PUONG TRON

PHUONG PHAP GIAI
1. Ddu hiéu |
= Xdc dinh khoang cich d tir tam dén dudmg thing.
— Chimg minhd =R,
2. Diu hi¢u 2
— Xic dinh giao diém cua dudmg thing véi dudmg tron.
~ Chimg minh dudng thing vuong géc véi ban kinh di qua diém dé.
Vi DU
Vidu L. Cho tam gidc ABC ¢6 AB= 3, AC=4, BC = 5. V& (B ; BA). Chimg
minh ring AC la tiép yén cua dudmg tron.
Giai (H.100)

Vi AC di qua diém A thuéc duimg tron (B, BA). B

Ta con phai chimg minh : BA L AC. 5

Do 5%=4% + 3% hay BC? = CA? + AB%. ’

Suy ra tam giic ABC vuong tai A (theo dinh If A 4 %
dao cua Py-ta-go). Hinh 100

Viy BA L AC hay AC la ti€p tuyén cua (B).
Vi du 2. Cho (O) day AB khic dutmg kinh. Qua O ké dudmg vuong géc voi
AB, cit liép tuyén tai A cia dudng tron & diém C.
a) Chimg minh CB la tiép tuyén clia dudmg tron.
b) Cho bin kinh cia duimg tron bing 15cm, C
AB = 24cm. Tinh do diu OC.,

Giai (H.101)
a) Vi CB di qua di¢m B thuoc (O). Ta con phai chimg
minh OB L BC hay OBC = 90°,
Do OC vudng géc vai day AB nén B doi ximg vdi A qua
OC : O doi ximg van O qua OC, C d6i ximg véi C qua
OC nén géc OBC dai ximg vdi géc OAC bing 90" qua
OC suy ra OBC =90°.
Viay CB la tiép tuyén cua (O).

Hinh 101
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b) Trén hinh 101 do OC vudng goc véi day AB tai I nén Al = -A?B =12 (cm).

Ap dung hé thiic Py-ta-go vio tam gidc AOI vudng tai 1 ¢6 canh huyén
OA = 15¢m, thu dugce

0A? = A’ + 10% hay 157 = 127 + O
& 017 =9.0C & OC = 25 (cm).
Vi du 3. Cho tam gidc ABC vubng can tai

- A
A. Ké phan gidc trong ciia B cét AC tai I
Chimg minh ring BC tiép xic véi dudmg
tron (1, 1A).
Gidi 8 C
Trén hinh 102 ké [H L BC thi IH 1a khodng H
cich tir tam I ctia (1, IA) dén canh BC. Fhh 1R

Ta thay IH = IA (tinh chat tia phan gidc ciia mot géc).
Vay BC tiép xiic vai (I, 1A).
Vi du 4. Cho hinh thang vuong ABCD (A =B =90°) ¢6 I I trung diém ciia
AB v géc CID =90°. Chimg minh ring CD 12 ti€p tuyén cita dudmg tron
duimg kinh AB.

Gidi (H.103)
Vi CID=90° nén DI LCE hay DI la duimg cao

cla tam gidc CDE (E la giao diém cia CI véi
tia DA). (1)

Ap dung hé qua ciia dinh 1i Ta-lét cho BC // EA

lhuduch=ﬂ=lhayﬂ=IE.(2}
IE 1A

Tir (1) va (2) suy ra tam gidc CDE can 1ai D, lic d6 £ ':“nh @
: E=C, (tinh chat tam gidc can). (3)

Lai ¢6 C, =E (so le trong) (4). Tir (3) va (4) suy ra CI Ia tia phan gidc ciia
g6c BCD.
Ké TH L CD thi IH 1a khoang cdch tir tim I cia dudmg tron dudmg kinh AB

dén CD. Ta thay IH = IB (tinh chét tia phan gidc). Vay DC la tiép tuyén cia
duimg tron duimg kinh AB.



I
40.

41,

42

43,

44.

45*%,

46%.

BAI TAP

Cho hinh thang vuong ABCD (A =D=90°), AB = 4cm. BC = 13cm,
CD = 9¢m.

a) Tinh do dai AD.

b) Chimg minh ring duimg thing AD la ti€p tuyén ciia dudmg tron dudng
kinh BC.

Cho tam gidc ABC can tai A (AB = AC), dudng cao BH. Trén nita mit phing
chiz C b AB vé Bx L BA cit (B, BH) tai D. Chimg minh riing CD la 1i€p tyén
ctia (B).

Cho tam gidc ABC vuong tai A. V& hai dudng tron (B, BA) va (C. CA) cit
nhau tai D (khdc A). Chimg minh ring CD la 1iép tuyén cia (B).

Cho (O, R). V& dudmg tron tam [ ¢6 dudng kinh 16n hon R di qua O cit (O)
tai A, B. Dutmg thing OI cit (I) tai M (I ndm giita O vad M). Chimg minh
rang MA, MB la hai tiép tuyén cia (0).

Cho tam gidc ABC vuong tai A, dudng cao AH. Vé (A, AH), ké cic tiép
tuyén BD, CE véi (A) (D, E Ia cic tiép diém khic H).

Chimg minh ring :

a) Badiém D, A, E thing hiang.

b) DE tiép xiic vdi dudmg tron dudmg kinh BC.

Cho nira duémg tron thm O duimg kinh AB. V@ cdc 1iép tuyén Ax, By cua
nira dutmg tron. Ké tiép tuyén tai M la mot diém bt ki thude nita dutmg
tron. Tiép tuyén nay cit Ax, By thi we tai C, D. Chimg minh ring dudmg tron
dudmg kinh CD tiép xiic véi AB.

Cho tam gidc ABC vuong tai A (AB < AC), dudmg cao AH. Goi E la diém
d6i ximg véi B qua H. Dutmg tron dudng kinh EC ciat AC ¢ K. Chimg minh
ring HK 12 ti€p tuyén cia dudmg tron.

Dang 3
CHUNG MINH PANG THUC HINH HOC

PHUONG PHAP GIAI

1. Xdc dinh nhimg doan ti€p tuyén bing nhau.

2. Dai s6 hod hinh hoc.

3. Ding phép tinh cong dién tich va phuong phap dién tich.
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Vi DU

Vi du 1. Cho (I) noi ti€p tam gidc ABC, tiép
xic vai cic canh AB, BC, CA thit wr1ai D,
E. F. Chimg minh ring :

a) 2AD = AB + AC - BC.

b) Tim cdc hé thitc twong tu nhu hé thic @
cdu a).

Giai

a) Trén hinh 104 c6 nhimg doan 1iép yén
bing nhau : AD = AF, BD = BE, CE = CF.
Pat: AD=AF=x,BD=BE=y,CE=CF =2zthi

x+y=AB(l),y+z=BC(2),z+x=CA (3)
Cong (1), (2). (3) theo v€&, thu duge
AB+BC+CA

2

X+y+z= (4)

Trir (4) cho (2) theo v, thu duge
- AB+ BC +CA _BC.
2
Viy 2AD = AB + AC - BC.
b) Nhir tinh d6i ximg cia AB, BC, CA, theo ciu a) ta c6
2BE = BA + BC-CA, 2CF = CA + CB- AB.

Vi du 2. Chimg minh ring néu tam gidc ABC ¢6 chu vi 2p ngoai ti€p duimg
tron (I, r) thi dién tich S ciia tam gidic c6 cong thic S = p.r.
Giai
Nhu hinh104. Vi 1A, IB, IC chia tam gidc ABC thanh ba tam giic IAB, IBC,
ICA khong c6 diém trong chung, .
Nén S = Szp + Sipc + Sica
AB + BC +CA

| | |
= —rAB+—-1BC+—-rCA=r — " - 9
2; 21- 2r r > pr (dpcm)

Vi du 3*. Cho tam gidc ABC c6 chu vi 2p ngoai tiép (I, r) goi a, b, ¢, h,, hy,
h, thif tr 1a d6 dii va chiéu cao tuong (g cia cic canh BC, CA, AB. Chimg
minh ring :



| I N
) —+—+—=-.
h, hy h, r

b) h, +hy +h, =2pr(l+l+-l~}
a

Gidi
a) Tinh dién tich tam gidc ABC béng hai céch :

Cich 12§ = ah, = bhy = ch, == —=

Cich 2. 2S = 2p.r (theo Vidy 2).
Do tam gidc ABC chi c6 mot dién tich nén

l_+_l.+ l hll. hb h‘.’: r
ha I"‘I:s hc

b) Tuomg ty nhu cdch lam & cdu a) ta ¢6

28 = ah, = bhy, =ch, = %l:%h:ﬂllgﬁﬂp}lb*'_hi,,gpr
a b

Vay h, +hy +h, =2pr(«£+%+%).

Vi du 4. Cho nira dudmg trdn tam O duimg 2
kinh AB. Ké cdc tiép tuyén Ax, By cla nia
duomg tron. Qua diém M bt ki thudc nira
dudmg tron (M khidc A va B) ké ti€p wyén véi p
nira dudmg tron cét Ax, By thir y tai C va D.

Chimg minh ring : i

~OT 1
a) COD =90°. A m B
b) CD = AC + BD. Hinh 105

¢) Tich AC.BD khéng déi khi M di chuyén trén nita duimg tron.
Giai (H.105)
Theo tinh chat cia 2 ti€p tyén cit nhau, ta c6 :



I11.
47.

49.

50*.

51",

72

o -0, o,+(’i;_6'2+c’i;_61+62+6§+€ﬁ=|30“_m0
04 03 | I 2 2
hay COD = 90°.
CM=CA
b) = CD =CA +BD.
DM = DB

¢) Goi bén kinh ctia nira dudmg trdn 1a R thi OM = R.

Ap dung he thifc vé dudmg cao h® = h'c' cho tam gidc COD vuong tai O thu
dugc : OM? = MC.MD = AC.BD = R? (khong doi).

BAI TAP

Ching minh dién tich cia tam gidc déu ngoai 1i€p dudmg tron bén kinh r
bing 32,

Cho tam gidc ABC vuong tai A ngoai ti€p (1, r) va ndi tiép (O, R). Chimg
minh rdng :

a)2r= AB + AC - BC.

b)AB+ AC=2(R +1).

Cho tam gidc ABC, duimg tron tam I, bing tiép trong géc A liép xiic vdi cic
tia AB va AC thif tu 1ai E vi F. Cho BC = a, CA = b, AB = C. Chimg minh ring

DAB=ARe ATDYE

b) BE = a+b-c.

¢) CF = c+a-b

Cho dutmg tron (1) noi tiép tam gide ABC vuong tai A ti€p xiic vdi BC tai D.
Chimg minh ring Sppe= BD.DC.

Cho (I) noi tiép tam gidc ABC ti€p xic véi AB tai D. Chimg minh riing
A ABC vuong tai C khi va chi khi CA.CB = 2DA.DB.



Chi g 5
Vi TRi TUONG P8I CUA HAI DUONG TRON

KIEN THUC CAN NHO

Ba vi tri tuong déi cua hai dudng trén (0) va (0')

1. (O) cat (0') &> (0) va (O') ¢6 2 diém chung.

2. (0) tiép xiic vai (O) & (O) va (O') chi ¢6 1 diém chung.

3. (0) khong giao nhau vdi (0') ¢ (0) va (0') khong c6 diém chung.
Ba hé thirc xac djnh vi tri twong déi cda hai duéng tron

Cho hai dudng tron (O, R) va (O, R) ¢6 tam khong tring nhau. Dudng
thang OO' goi la dudmg ndi tim, doan OO’ = d goi la doan ndi 1am.
1.(O.R)cat (O, R) e |R-R|<d<R+R".

Tiép xdc ngoai :d=R + R’

Tiép xic trong : d = [R - R

O ngodinhau:d>R + R’
Dung nhau: d<|R - RI.

2. (O, R) ti€p xiic (O, R') & {
3. (O, R) khong giao nhau vai (O', R') < {

Tinh chat cia dudng noi tam

1. Budng ndi tdm la truc d6i ximg cua hinh gédm ca 2 dudmg tron.

2. Néu hai dudmg tron 1iép xic nhau thi tiép diém ndm trén dudmg ndi tdm.
Tiép tuyén chung cua hai dudng trén

1. Tiép tuyén chung clia hai dutmg tron la dudmg thing tiép xic vdi ca 2
duimg tron dé.

2. Ti€p tuyén chung ngoai 12 1iép tuyén chung khong cit doan ndi tdm.
3. Tiép tuyén chung trong la 1iép tuyén chung cat doan néi tim.

B. CAC DANG BAI TAP CO BAN

Dang 1
XAC DINH VI TRI TUONG POI CUA HAI DUONG TRON

PHUONG PHAP GIAI
1. Xic dinh do dai doan ndi tam.

2. So sénh d véi R + R’ hoic \R-R'|.
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Vi DU
Vi du 1. Cho dudng tron (O) bdn kinh OA va D
dudng tron dudmg kinh OA.

a) Hay xdc dinh vi tri cia hai dudmg tron (O) .

vit dudng tron dudmg kinh OA. d

b) Day AD cia dudng tron Ién cét duomg tron 4

nho & C. Chimg minh ring AC = CD. v
Gidi

Trén hinh 106:

a) Goi O' 1a tam dudmg tron duémg kinh OA thi

doan n6i tam O00' = OA -O0A', uic la

d =R - R". Viy duimg tron (O') tiép xiic trong vai (0).

b) Vi tam gidc ACO ¢6 canh AO la dudmg kinh cla (O') ngoai ti€p nén né

vuong tai C hay OC vuong géc vai day AD. Vay AC = CD,

Vi du 2. Xdc dinh vi tri tuong d6i cua hai dudmg trdn trong cdc trudmg hop

sau ddy :

a)R=6cm ;R =4cm.,

b) R = 5¢m ; R' = 3cm.

Hinh 108

Gidi

a) VIR = R' = 6cm - 4cm = 2cm = d nén hai dudmg tron 1iép xic trong.
b) VIR =R'=5cm + 3cm=8cm>ddod6 R -R ' <d<R +R".
Vay hai dudmg tron cit nhau,
BAI TAP
Hai dutmg tron ¢6 thé c6 bao nhiéu diém chung ? Vi sao ?
Vi sa0 hai dutmg tron phan bi¢t khong thé c6 qud hai diém chung.
Cho hai dudmg trdn : (O, R) va (O', R') va dudmg néi tam OO' = d. Hiy xdc
dinh vi tri twvong d6i cha hai duémg tron dy theo bing sau day :

R R [ d Vi trf twong d6i
Sem | 3cm | 7em
Ilem |4em | 3cm
9cm | 6cm | 15cm
| Tem | 2cm | 10cm
| 7em | 3em | dem |
. 6cm | 2cm | 7em




55. Hay dién gid tri thich hgp viao 6 trong trong bang sau :

IL.

R R" |d Vi tri twong dai
8&cm | 2em Tiép xuc trong
Tem 3em Cit nhau

Sem | 1lem | Ti€p xdc ngodi

12cm 6cm | Dyng nhau

Dang 2
CAC BAI TOAN VOI HAI DUONG TRON
TIEP XUC NHAU

PHUONG PHAP GIAI

1. Sir dung tinh chat tiép diém nidm trén dudng néi 1am.
2. Ké 1i€p tuyén chung d€ sir dung tinh chit dic trumg va tinh chél cia hai
tiép tuyén cit nhau.
3. Dudmg nd6i tam la truc d6i ximg clia hinh gdm ca hai dutmg tron.
Vi DU
Vi du 1. Cho (O) ti€p xiic ngodi vai (O') tai A. Qua A ké mdt cit tuyén bt
ki céit (O) 1ai C va (O') tai D. Chimg minh ring OC // O'D.

Gidi
Trén hinh 107, do (O) tiép xic ngoai vai
(O') nén ti€p diém A ndm trén OO' hay
Laicé A;=C (2) (vic6OC=0A):

—

A, =D(3) (Vi OA = O'D).
Tir (1), (2), (3) suyra C=D.
Vay OC // O'D (c6 cap goc so le trong bang nhau).
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Vi du 2. Cho (O) ti€p xiic trong vdi (O') 1ai A
((O') ndm bén trong (0)). Qua A ké mot cat
tuyén bat ki cat (O) tai B va (0') 1ai C. Chimg
minh ring OB // O'C.

Giai
Trén hinh 108 do dudmg tron (O) 1iép xiic trong
véi dudmg tron (O') tai A nén A ndm trén OO0’

do dé A la géc chung cia hai tam gidc O'AC va Hinh 108
OAB. Vi

C=A (doOA=0C)] -~ -

~ f oo ) =B=C,

B=A (doOA =OB)

Vay OB // O'C (vi ¢6 cap géc déng vi bing nhau).
Vi du 3. Cho (0,, 9cm) tiép xiic véi (O, 4cm) 1ai A. Ké tiép tuyén chung
ngodi BC (B € (0)); C € (0y)).
Chimg minh ring :
a) 0,0, 1i€p xiic véi dudmg tron duimg kinh BC.
b) BC tiép xic vdi dutmg tron dudmg kinh 0,0,.
¢) Tinh d6 dai BC.

Gidi (H.109)
a) Goi I la trung diém cia 0,0, thi 1 la
tim cua dudng tron dudmg kinh O,0, nén
0,1 =10,.
Vi (0)) ti€p xiic ngodi véi (Oy) nén Oy, A,
O, thiing hang.

K¢ ti€¢p tuyén chung ngoai clia hai dudmg o108

tron tai A cat BC tai M thi MA 1 0,0,. (n
Theo tinh chit cia hai tiép tyén cit nhau tai M ta c6 MA = MB = MC
diéu nay chimg t6 A ndm trén dudmg tron dudmg kinh BC. (2)

Tur (1) va (2) suy ra 0,0, ti€p xiic vdi dutmg tron dudmg kinh BC.
b) Vi1, M ldn lugt 1a trung diém cla 0,0,, BC nén IM la dudng trung binh
cua hinh thang vuéng O, BCO, suy ra IM // OB // O,C, do d6 IM L BC (3)



IIL
56.

57.

58.

59.

Lii o6 M= OIB;C‘?C =919,

2
Tur (3) va (4) suy ra BC 1iép xiic v6i dudmg tron dudmg kinh O,0,.
c) Theo céu b) tam gidc MO,0, ¢6 0,0, la duimg kinh ctia duémg tron
ngoai tiép nén tam giic MO, 0, vudng tai M.
Ap dung h¢ thic vé duimg cao h® = b'c’ vio tam gidc vuong MO, 0, thu duoc
MA? = 0,A.AO, hay MA? = 4.9 = 6% & MA = 6 (cm) (vi MA > 0).
Viay BC = 2MA = 12cm.
BAI TAP
Cho (O, R)) tiép xic véi (O,, Ry) 1ai A (R, > R,). Hiy cho biét s& tiép
tuyén chung cia hai dudng tron déng thii néu rd cdc bude vé cic 1iép tuyén
chung nay.
Cho hai dudng tron (O,) tiép xic vai (O,, lem) tai A. VE mét cét tuyén qua
A cit hai dudmg tron tai B va C. Chimg minh réng céc 1iép wyén tai B va C
song song v&i nhau.

(4)

Chi ddn : Xét hai truimg hop tiép xic ngodi va tiép xiic trong vé tiép tuyén
chung 1ai A.

Cho (O, 3cm) ti€p xidc ngoai vdi (O,, lem) tai A.

VE hai bin kinh OB, O,C song song v6i nhau thudc cling moét nira mat
phdng c6 bir 0,0,.

a) Tinh s do géc BAC.

b) Goi I 1a giao diém ciia BC va 0,0,. Tinh d6 dai O, 1.

Cho (O)) tié€p xiic ngoai véi (O) tai A. Putmg néi tam 0,0, cat (O,) tai B
vi (O;) tai C. Goi DE la tiép tuyén chung ngoai ciia hai dudmg tron,
De(0,), E€(0,) va M la giao diém cia BD va CE.

a) Tinh s8 do géc DAE.

b) Tit gidc ADME la hinh gi ? Vi sao ?

¢) Chimg minh rang MA la tiép tuyén chung cia hai duémg tron.

60*. Cho hai dudmg tron (O,) va (O,) ti€p xic ngoai tai A. Ké ti€p tuyén chung

ngoai MN, M e (0)). Ne& (0,). Goi P la diém d6i ximg véi M qua 0,0,, Q la
diém déi ximg véi N qua O,0,. Chimg minh rang :
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62.

78

a) MNQP la hinh thang can.

b) PQ la tiép tuyén chung cua hai dudng tron.

c) MN + PQ = MP + NQ.

Cho (O,, R;) tiép xiic ngoai véi (O,, R,) tai A. Ké 1iép tuyén chung ngoai
BC. B € (0)). C €(0,).

a) Tinh BAC.

b) Tinh do diai BC.

¢) Goi D 1a giao diém cia BA vdi (O,). Chimg minh ring C, O,, D thing
hiing,

d) Tinh do dii BA. CA.

Cho hai dudmg tron (O, R,) va (O, Ry) Liép xiic ngodi tai A (R, > R,).
Duimg ndi tam 0,0, cit (O,) tai B, cit (0,) tai C. Day DE cua (O,) vuong
géc vdi BC tai trung diém K cia BC.

a) Chimg minh r gisc BDCE 1a hinh thoi.

b) Goi | la giao diém cha EC va (O,). Chimg minh ring D, A, I thing hing.
¢) Chimg minh rang K1 tiép tuyén cua (0,).

Dang 3
CAC BAI TOAN VOI HAI DUONG TRON CAT NHAU

PHUONG PHAP GIAI
1. Vé day chung, v& dudmg ndi thm.
2. Duing tinh chit dutmg né1 tam 1a trung truc cia diy chung.
vibpy
Vi du 1. Cho (0,) cit (0,) 4
tai A va B. K¢ cde duimg
kinh AC cia (O}) va AD cia
(O5). Chimg minh ring :
a) Ba diém C, B, D thing

i C
hang.
b) CD = 2.0,0,.

Hinh 110



Giai
a) Trén hinh 110, vé diy chung cét doan néi tam 0,0, tai I thi 0,0, la trung
truc cua doan AB nén Al = IB. Lai ¢6 AO, = O,C (vi bdn kinh cia (O,))
nén Ol la dudng trung binh cua tam giac ACB suy ra CB // O] do do
CB // 0,04(1). Lai ¢6 AO, = O,D vi la ban kinh ctia (0,) nén 0,0, la
dutmg trung binh ciia tam gidc ACD suy ra CD // 0,0, (2).
Tir (1) va (2) suy ra CB ndm trén CD hay C, B, D la ba diém thing hang (vi
tir C & ngoai 0,0, chi ké duoc mot dutmg thing song song véi 0,0,).
b) Theo tinh chit cia dudng trung binh thi CD =2 0,0,.
Vi du 2. Cho hai dudmg tron (O, 20cm) va (O, 15cm) cit nhau tai A va B.
Tinh doan ndi tam 0,0, bi¢t ring AB = 24cm (Xét hai truomg hop : O; va
O, ndm khic phia doi véi AB va 0,0, ndm cing phia déi vai AB).

Giai (H.111)

V& day chung AB cat duomg néi tam 0,0, tai | thi 0,0, la trung truc cua
ABnén Al 10,0, va Al = A—fc 12¢m.

15/1

G ol

a) Hinh 111 b)

Ap dung hé thiic Py-ta-go viio hai tam gidc vuong tai | 1a O|IA va O,lA,
ta duoc

0,A? = AP + 10, hay 20’ = 12? + 10,2 = 10,% = 16” & 10, = 16¢m.
0,A = AP + 10,% hay 15° = 127+ 10,? & 10" = 9% &> 10, = 9cm.
Néu 0, va O, nim khic phia véi AB (H.111a) thi
0,0, =15 +9 =25 (cm).
Néu O, va O, nam cing phia véi AB (H.111b) thi
0,0,=16-9=7 (cm).
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65*.

80

Vi du 3. Cho hai dutmg tron (O,) va (O,) cat nhau tai A va B. Goi [ 1a trung
diém cua 0,0,. Qua A vé dudmg thing vudng géc vai IA, cit (O)) tai C va
(O,) tai D (khidc A).Chimg minh ring CA = AD.

Gidi (H.112)
Ké O,H LCD,0,K LCD thi
OH //1A 1/ O;K. (1

O,H wvudng goc vai day CA cia

(O,) nén CH = HA = %:

O,K vudng géc vdi day AD cla

D
(0,) nén AK =KD = AT' -
Lai ¢6 0,1 = 10, (theo gia thiét). 2)

Tir (1) va (2) suy ra O, H, IA, O,K 1a ba dudmg thiing song song céch déu nén
AH = AK hay CA = AD.
BAI TAP

Cho dmg tron {0|. R|} Cit dl.tfmg tron (02. Rz] mi AvaB (R| > R.z) Hi}'
cho bi€t s6 1iép tuyén chung cha hai dudng tron déng thoi néu rd céc bude
vE cdc 1i€p tuyén chung nay.

Cho hai dudng tron dong 1am O. Mot dudmg trdn (0') cit mot dudmg tron
tam O tai A va B va cdt dudng tron tam O con lai tai C, D. Chimg minh ring
AB// CD.

Cho dudmg tron (O}, R)) cit dudmg tron (O, R;) 1ai A va B (O, va O, nim
khic phia d6i véi AB). Mot cét tuyén PAQ xoay quanh A, P e (0y), Qe
(0,) sao cho A ndm giita P va Q. Hiy xdc dinh vj tri cia c4t tuyén PAQ
trong méi trudmg hop sau :

1) A la trung diém cia PQ.

2) PQ ¢4 do dai lén nhat.

3) Chu vi tam gidc BPQ dat gid tri 16n nhat.

4) Sppg dat gid tri Iom nhét.

+ Cho H, K la cic giao diém cia hai dudng tron (O,) va (O,). Duimg thing

O, H cit (O)) tai A va (O) tai B. O,H cit (O,) tai C va (O,) tai D. Chiimg
minh ring ba duomg thing BC, BD, HK déng quy tai mét diém.



L&I GIAI - HUONG DAN - PAP SO

CHU PE 1
(H.113) Vi ba tam giic vuong ADM, AEM,
AHM c6 chung canh huyén AM fén 3 dinh

g6c vuong D, E, H ndm trén duémg tron dudng
kinh AM c6 tam la trung diém cha AM. Vay

nam diém A, D, H, E cing nim wén mot
dudmg tron.
(Nhan xét quan trong Vi du 2).
(H.114) Vi D d6i ximg véi A qua BC, B déi ximg
véi B qua BC, C dai ximg vai C qua BC nén BAC
d6i ximg v4i BDC qua BC. Suy ra
BDC = BAC =90°. Hai tam g vuong BAC va
BDC c6 chung canh huyén BC nén hai dinh géc
vuong A, D ndm trén dudmg tron duimg kinh BC,
¢6 1am la trung diém cta canh huyén BC. Vay bon
diém A, B, C, D cling ndm trén mot duomg tron.
(H.115) Vi ba tam gidc vuong ABC, ADC va
AEC c6 chung canh huyén AC nén ba dinh géc
vuong B, D, E ndm trén dudng tron dudmg kinh
AC. Viy nam diém A, B, C, D, E cing thuoc
mot dudng tron.
a) Goi O = ACnBD thi OA = 0B =0C=0D
(tinh chat duémg chéo clia hinh vuong).
Viy 4 dinh A, B, C, D cia hinh vuong ABCD
cung ndm trén dudmg tron tam O.
b) Vi tam gidc ABC vudng cin tai B nén canh
BC = 2dm d6i dién véi géc 45° do dé
sin45° = X hay AC= S s 22 (dm).
AC sind45°
(H.116) Vi hai tam gidc vuong BDC va BEC cé
chung canh huyén BC nén hai dinh géc vuong
D, E nam trén dudmg tron duong kinh BC.
Vay bon diém B, E, D, C ciing thudc mot dudmg B
tron,

HA-PP gidi TY_HI

A
B C
D
Hinh 114
= B
J."::'H.
”.\;“' 2 \’H“'n
- - C
Hinh 115
A
D
E
c
Hinh 116
81
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82

(H.117) a) Vi hai tam gidc vuéng ABC va ADC cé B
chung canh huyén AC nén hai dinh géc vuong B, D
nam trén dudmg tron dudmg Kinh BC. Vay bon diém 4

A. B. C. D ciing thuéc mot duémg tron. o
b) Néu AC = BD thi BD la mét dudmg kinh cia
dudmg trdn ngoai tiép tam gidc ABD nén A =90°.

Vay ui gidgc ABCD la hinh chit nhat (vi uf gidc c6 ba Hinh 117
gdc vudng).

(H.118) Goi I = ACNBD do ACLBD nén
1=1,+1;=90° ViM, N, P, Q lin luct la trung
diém cla AB. BC, CD, DA nén MN, NP, PQ,
QM la dudng trung binh cia tam gidc BAC,
CBD, DAC, ABD suy ra MN // AC // PQ, MQ //
BD // NP nén ur gidc MNPQ la hinh binh hanh.

;o Jlp =Ny

Laicé { . __ (soletrong)
12 e Nz
= N=1=90°.

Do d6 MNPQ la hinh chir nhat. Hinh 118
Hai tam gidc vuong MNP, MQP c6 chung canh huyén MP nén hai dinh géc
vudng N, Q nam trén dudmg trdn duimg kinh MP, Vay bon diém M, N, P, Q
cung thuéc mot dudmg tron.
Dutmg tron di qua ba dinh ciia mot tam gidc goi 1a dudmg tron ngoai tiép tam
gidc d6. Dung hai duong trung truc cta hai canh, giao diém clia hai duong
trung truc l1a tdm dudmg tron ngoai 1iép tam giic.
Tam cla dudmg tron ngoai ti€p mot tam gidc :
a) Cé ba goc nhon nam bén trong tam gidc do.
b) C6 mot géc vuong nadm @ trung diém canh huyén.
¢) C6 mot gée 1 ndm bén ngodi tam gidc d6.
(H.119) Xét tam gidc vuong can ABC c6 hai canh géc vuéng 1a AB = AC =

3nén B=C =45° nensin45°=%=rﬁc= 3 6

sind5° V2

Vay ban kinh duong tron ngoai tiép bing % .

GRPP gim TV 1M



12.

13.

45° 457
B c
Hinh 119 Hinh 120
(H.120) Goi O la tam dudmg tron ngoai tiép tam gidc déu ABC. Ké duimg
cao AH cit (0) tai D. Vi tam gidc ABC déu nén AH vira 1a trung truc vira 12
phin gidc nén BAH =30°va AH di qua tam O hay AD Ia dudng kinh cla
(O) suy ra tam gidc ABD vuong tai B. Do canh cé d¢ dai bang 3 ké vdi géc

30°, nén cos30” =-A—L[—i¢:.>AD= 3 =2w’§.
AD c0s30°

Vay bdn kinh dudmg trdon ngoai ti€p tam gidc la V3.
Lai c6 AH doi dién vai géc 60° nén

sin60°” = A hay AH = AB.sin60° = ﬁ ;

AB 2
(H.121) Goi O 1a tam vong tron ngoai 1iép tam A
gidc ABC cintai A. Va D= AHN(O). Vi tam
gidc cin tai A nén AH 1a trung trye cia BC do E
d6 BH = HC = 6cm va AH di qua O cua (0O).
Lic d6 tam gidc ACD noi ti¢p (O) dudmg kinh B H
AD nén tam gidc ACD vudng tai C. 0
Ap dung heé thirc vé dudmg cao h? = b’ cho
tam gidc vuong ACD, thu ducc:
6° = 4.HD &> HD = 9 (cm) do d6 AD = 13em. %
Viay dudmg tron (O) ¢6 bin kinh 1a 6.5¢cm. Hinh 121
a) Dung dudng trung truc AB va duémg vuong goc vai BC tai B, chiing cit
nhau tai O. Dyng dudng tron (O; OB).
b) Dung dudmg trung truc AC va dudmg vudng goc vai BC tai C, ching cit
nhau tai O'. Dyng dudmg tron (O'; O'C).
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15.

16.

84

CHU DE 2
Goi AB li mot day bi ki ciia (O, R). Ta phai chimg minh AB < 2R.
Truémg hop day AB Ia duomg kinh (H.122) ta c6 AB = 2R.

L
N

Hinh 122 Hinh 123
Truémg hop day AB khong la dudmg kinh (H.123).
Ap dung tinh chit vé canh vio tam gidc AOB ta dugc
AB<AO+OB=R+R=2R.
Vay ta luén cé AB < 2R.

Nam néi ding. Viét néi sai vi nhu hinh 124, dudmg kinh CD di qua trung
diém O cha day AB di qua tam nhung CD khong vudng géc véi AB.

Hinh 124 Hinh 125
Trén hinh 125 ké Ol L CD thi
OI // CM // DN (vi ciing vudng géc vai CD). (N
Do OI vudng géc vai day CD nén CI = ID. (2)
Tir (1) va (2) suy ra CM. 10, DN Ia ba duémg théng song song céch déu do d6
MO = NO. (3)
Lai ¢c6 AO = OB (vi la bén kinh ctia nira duomg tron tim O). (4)

Trir (4) cho (3) theo vé ta duogc AM = NB.
Trén hinh 126 vi AO = OB, AM = NBsuy ra MO =ON. (1)
Keé OI //MC // ND. (2)



18.

19.

20.

Tir (1) va (2) suy ra OI, MC, ND la ba dutmg C

thing song song cich déu nén CI = ID. Vi OI di 7 D
qua trung diém ctia day CD khong di qua tam

nén Ol LCD.

Vay CM, DN vuéng géc véi CD. A ™M o N B

inh
Trén hinh 127 ké OM L CD thi : .

OM // AH // BK (vi cung vuéng géc véi CD). (1)

Do AO = OB (vi la béan kinh ctia (0)). (2)

T (1) va (2) suy ra AH, OM,BK la ba dudmg song song céch déu nén
HM = MK. (3)

Mt khdc OM vuong géc véi day CD nén
CM = MD. (4)

Trir (4) cho (3) theo v€ thu duge CH = KD.

Hinh 127 Hinh 128

Trén hinh 128 Ké OH L Ax, OK L Ay thi OH va OK la khoang céch tir O
dén 2 canh cila géc xAy. Mat khic BC nim trén Ax, ED nim trén Ay nén
OH va OK la khoang cach tir O dén hai day CB, ED.
Do tam O nim trén tia phin gidc cia géc xAy nén O cich déu Ax, Ay hay
OH = OK suy ra BC va DE cich déu tam O vi bing nhau.
Trén hinh 129 ké OE vuong géc véi day MN, OF
vuong goc vai day PQ nén

ME = EI\—%E(I) PF=FQ= -PE(EJ
Va OE la khodng cich wr O dén day MN, OF la
khoang cich tr O dén day PQ.
Vi MN = PQ (theo gia thiét) suy ra

OE =OF (3) : EN=FQ. (4)
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86

a) Xét hai tam giac vuong AOE va AOF ¢6 OA chung (5).
Tir (3) va (5) suy ra AAOE = AAOF. Vay AE = AF. (6)
b) Cong (4) véi (6) theo vé thu dugc AN = AQ.

Trén hinh 130 ké OH L AB, OK L CD thi OH, OK Ia khoéng céch tir O dén
2 day AB, CD va

AH = HB-—(I) CK = KD=%{2) B

a) Do AB = CD nén OH = OK hay O cich déu hai C
canh IB, ID ciia géc BID. Vay IO I tia phan gife [\
ciia géc BID. N

b) Xét hai tam gidc vuong IHO va IKO, ¢6

10 chung, OH = OK nén AIHO = AIKO (Truimg
hop canh huyén, canh géc vuéng). D

Suyra IH=IK. (3) Gl

Vi AB=CD (4) nén tir (1) va (2) suy ra HB = KD. (5)
Cong (3) voi (5) theo vé thu duge 1B = ID. (6)
Trir (4) cho (6) theo vé ta duoc CI = AL

a) K¢ OH L AM, OK L BN thi OH va OK lan luot la khoang cach tir tam O
d&n day AM, BN,

Do AM = BN nén OH = OK (1) ma OC = OC. (2)
Tir (1) va (2) suy ra AOHC = AOKC (truimg hop canh huyén, canh géc
vudng) nén 0] 02 3)

P (R
) e

a) Hinh 131 b)
Lai c6 OA = OB (4) (vi bdn kinh cia (0)).




25.

Tir (1) va (4) suy ra AOHA = AOKB (canh huyén, canh géc vuong).
Do d6 O3 =0y. (5)

Cong (3) vai (5) theo vé, thu duge AOC = COB.

Vay OC la tia phan gidc cia géc AOB.

b) Tam gidc AOB can tai O c6 OC la tia phian 0

gidic ciia géc AOB nén OC L AB. L

Trén hinh 132 ké Ol ‘\-’lr.lﬁﬂg g06c \"UI day AD thi 4 Mn
Ol ciing vudng géc véi diy BC cua dudmg tron

nho nén Al = ID (1) va Bl = IC (2).

Hinh 132

a) Trir (1) cho (2) theo vé thu duge AB = CD. (3)
b) Cong vao hai v€ cia (3) véi BC, thu duge AC = BD.
Trén hinh 133 ké OH L AB cét day CD tai K thi HK L CD (do AB // CD).

Nén AH = HB = 20cm, CK = KD = <2 va OH,

2
OK ldn luot la khoang cich tr O dén AB, CD, Am i

HK =22¢m.

Ap dung hé thic Py-ta-go cho tam gidgc OHB
vuong tai H c¢6 canh huyén OB = 25¢m, ta dugc
OB’ = BH? + HO? hay 25° = 20° + OH?

& OH? = 157 & OH = 15¢m (vi OH > 0).
Suyra OK=HK-OH=22-15=7(cm).
Ap dung hé thitc Py-1a-go vao tam giac OKD vuéng tai K c6 canh huyén
0D = 25¢m thu duoc A

0D’ = DK? + OK? hay 257 = DK? + 72

& DK? = 247 & DK = 24 (cm).
Viy CD = 48cm. H :__.|O
Ih

0

Hinh 133

Trén hinh 134 : Ké OH L AB, OK L CD thi OH Ia |
khodng cich tir tim O dén day AB. OK 12 khoing { K b
cédch tir tam O dén day CD va 5
|
XK =KD=22 = 8(cm). g
2 Hinh 134
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27*,
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T gidc IHOK Ia hinh chir nhit ma OH = OK (do AB = CD) nén IHOK la
hinh vuong va IK =CK - Cl =8 - 2 =6 (cm).

Vay OH = OK = 6 (cm).

Trén hinh 135 ké OH L AB cit ddy CD tai K thi HK 1 CD (do AB // CD).

2N
A JM B
0
N e Kk b

x 24 /D

a) Hinh 135 b)
Nén AH = HB = 20cm, CK = KD = 24cm va OH, OK ldn luot 1a khoing
cdch tir O dén AB, CD, HK la khoang cdch giira 2 day AB va CD.
Tacé OH’=OB’ - HB’ =257 - 20° = 15% <> OH = 15 (cm) (vi OH > 0)
OK? = OD? - KD? = 25% - 24’ = 72 ¢ OK = 7 (cm) (vi OK > 0).
C6 hai trudmg hop :
— Néu O nam trong dai song song tao b&i AB, CD (H.135a) thi
HK=HO+OK =15+ 7=22(cm).
— Néu O ndm ngoai dai song song tao bdi AB, CD (H.135b) thi
HK=0H-0OK=15-7=8 (cm).
Trén hinh 136, vi OH di qua trung diém H cua day AB khong di qua tam nén
OH L AB do d6 OH Ila khoing cich tir O dén day AB.

OK di qua trung diém K cia day CD khong di
qua tam nén OK L CD do d6 OK la khoing cich
tir O dén day CD. B

Ap dung hé thic Py-ta-go vao hai tam gidc
vudng MOH va MOK ciing chung canh huyén A
MO, ta dugc :

MO’ = OH? + HM? = OK? + KMZ. (1)

Do AB>CD = OH < OK = OH> < OK>. (2)

Tir (1) vaa (2) suy ra D
MH? > MK’ hay MH > MK. Hinh 136



28*. (H.137) Lay mot diém M thuoe (0), MA cit
(O) o M'. Ké Ol vuong goc vén day MM’
khong di qua tam. Xé1 tam gidac OMI vuéng
tai I ¢6 canh huyén OM béng ban kinh (O) M
khong déi do d6 géc AMO 16n nhét khi canh -
Ol d6i dién Ién nhat. kt
Mo - My

29.

3L

32.

Theo nhan xét & Vi du 2 thi OI s& 16n nhat khi 7]
diy cung qua A la bé nhat. Vay diém M phai \(/
tim 12 hai diém M,, M, (diy MM, diquaa M =
vubng goc vai OA).

CHU DE 3
Gid sir duémg thing a cit (O) qua hai diém nghia la
c6 it nhat 3 diém B, C, D vira thugc duimg thing a
vifa thudc (O) hay qua ba diém thing hang B, C, D o
ta xdc dinh duge (0). Diéu nay la khong thé (chid ¥ /L
trang 98 SGK todn 9 tap I). Nén gia sir trén 1a sai. & —
Vay mot dudmg thang va mot duomg tron khong thé
¢6 nhiéu hon hai diém chung.
Khong thé c6 mot 1iép tuyén di qua mot diém & bén
trong dudmg tron. Vi mot duomg thing di qua mot diém & bén trong mot
dudng tron thi nd 1a cat tuyén cua dudmg tron d6. That vay, xét duimg thing
a di qua diém I ndm bén trong (O, R). K¢ OH Lathid = OH < Ol (1) ma
Ol < R (2) vi I ndm bén trong (O). Tir (1) va (2) suy ra d < R. Diéu nay
chitng 16 a la cét tuyén cta (O).
Trén hinh 139, vi diém (-3, 2) ¢6 hoanh do bing : -3, tung do bing 2 nén
khodng cich tir [ d¢n truc hoanh Ox bang 2 va khoang cich tir 1 dén truc
tung Oy la 3. Do d6 dudmg tron tdm I bin Kinh bang 2 ti€p xdc vai truc
hoianh Ox nhung khong giao nhau véi truc tung Oy,

Hinh 138

0

2 P
: a %
- BWC
= 0 %
Hinh 139 Hinh140

a) Trén hinh 140 ké OH La thi OH = 6cm la khoang cdch tir tam O dén
duimg thing a. Do 6 < 10 nén (O) ¢6 hai giao diém véi dudmg thing a.
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3s.

b) Vi OH vubng gdc vai a nén OH vuong goc vén day BC do d6
BH = HC = -

2

Ap dung h¢ thirc Py-ta-go viio tam gisgc OHC vuong tai H ¢6 canh huyén
OC = 10cm, thu dugc  OC” = CH + HO? hay 10° = CH + 6’

& CH’ =8 & CH = 8 (cm) (vi CH > 0).
Vay BC = 16¢m.
(H.141) Ké IH L a thi IH = 3cm. Vi (1) tiép xiic v6i dudmg thing a, nén cic
diém I cdch déu dudng thing a mot khoang bing 3cm, do d6 I ndm trén hai
duong thiang b va b’ song song va ciach a mot khoang 3em.

d
m ¥ A %
b 1

H ! '
'E X

Hinh 141 Hinh 142
Huéng din (H.142)

Tam [ cha tat ca cic dudng tron 1i€p xic véi 2 dudmg thing x'O x va y'Oy
nam trén hai dudng phan gidc d|, d, cla 2 géc xOy va xOy' va phin kéo dai
ctia ching.
CHU DE 4
(H.143) a) Vi AM = AN, OM = ON (1) nén OA 1a trung truc cia MN nén
- - N . = ¥ * 3
OALMNvaMI=IN= MT (2) (I 1a giao diém cia OA véi MN).

b) Tir (1) va (2) & céu a) suy ra IO la duimg

trung binh cla tam gidc MNC. Mo TG
Do d6 10 // MC. Suy ra MC // AO. \Y
c) Vi AM la 1i¢p tuyén cua (O) nén y s

AM LMO hay tam giagc AMO vuong tai I

M ¢6 canh huyén AO = Scm, thu duoc : /

OM?’ = OLOA hay 3° = O1.5¢ Ol = 1,8(cm) N

Nén Al=5-18=3.2(cm). Hinh 143
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Ap dung hé thiic vé canh cZ=catacéd
AM? =325 =4" < AM =4 (cm) (vi AM > 0).
Ap dung hé thitc vé duémg cao : h? = b'c' ta duoc
MI? =3.2.1,8 = 2,42 & MI = 2,4 (cm) (vi MI > 0).
Viy AM = AN = dcm, MN = 4.8cm.

(H.144) Theo tinh chat cta 2 tiép tuyén cit
nhau :

Pl=FPD
QI=QE
hay PQ=PD + QE,
Nén chu vi tam gidc MPQ béng :
MP + MQ + PQ = MP + PD + MQ + QE
=MD+ ME=5+5=10(cm).
(H.145) Theo tinh chal cia hai tiép wyén
cit nhau thi AB = AC nén tam gidc ABC
cin 1ai A. Lai ¢6 AO la tia phan gidc cia
goc A nén AO L BCrai H. 4
a) Ap dung hé thitc vé canh b = b'a ta duge
OB’ = OH.OA hay 6° = OH.10
<> OH = 3,6cm nén AH = 6,4cm.
b) Ap dung hé thic vé canh ’=cata duge Hinh 145
AB’ =6,4.10 & AB* = 8% < AB = 8 (cm).
(H.146) a) Tit gidc MAOB c6 ba géc vuong nén la hinh chir nhat, lai ¢6 hai
canh ké OA = OB nén la hinh vuong.
b) Ap dung tinh chat hai tiép tuyén cét nhau thi
DA = DC ; EC = EB nén chu vi tam gidc MDE
béng :
MD + ME + DC + CE = MD + DA + ME + EB
= MA + MB = 4cm.
¢) Theo tinh chét hai 1i€p tuyén cit nhau thi
0,=0,

—

}=P1+Q[=PD+QE

=0, +04 =0, + 05 = 45°.

Vay DOE=0, +04 = 45°.

91
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(H.147) a) T gidc ADIE ¢6 ba géc
vuong nén la hinh chir nhat, lai ¢6 hai
canh ké ID = IE = r la ban kinh (I) do
do ADIE la hinh vuong.
b) Goi F 1a 1i¢p diém cia (I) véi BC.
Ap dung hé thic Py-ta-go vdo tam
gidc ABC vuodng tai A thi
BC =CA?+ AB? =32+ 42= 57
< BC=35(cm).
Vi ADIE la hinh vuong nén AD = AE =1, suy ra
BD=BF=3-r,CE=CF=4-r.
Suyrad-r+4-r=5<3=2rer=1(cm).
(H.148) a) Ké BH L DC thi wf gidc ABHD ¢6 ba géc 4 _4 B
vuong nén la hinh chir nhat do d6 DH = AB = 4 (cm), I
suy ra HC =9 - 4 = 5em. I
Ap dung h¢ thiic Py-ta-go cho tam gidc BHC vuong tai I
H, 1a duge K i o
BC? = CH? + BH hay 13° = 52 + BH? & BH? = 122 |
<> BH = 12 (¢cm) (vi BH > 0). :

Viy AD = BH = 12 (cm). D! H c
b) Goi O la trung diém cua BC ; duomg tron dudmg kinh 9—f
BC ¢6 bén kinh R = % =6, 5cm. HI

K¢ OK L AD thi khodng céch d tir O dén AD bing OK va OK // CD // AB
(vi ciing vuong géc vai AD). Lai ¢6 OB = OC suy ra AK = KD hay OK la
dudng trung binh cla hinh thang ABCD nén
d=0K = AB+CD - 4+9
2 2
Dod = R nén (0) duémg kinh BC tiép xiic véi AD.
(H.149)
Vitam gidc ABC cin 1ai A nén

=6,5 (¢m).

B=C=a.
Do ABx =90°nén B, +a = 90°. (1
Mit khic B, +a = 90°. 2)

Hinh 149
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Do tam gidgc BHC vuédng 1ai H.
Tur (1) va (2) suy ra El =Ez.
Laic6 BH=BD, BC = BC, nén ABHC = ABDC (c.g.c).
Suy ra D=H=90°. CD vuodng géc vai bin
kinh BD tai D nén CD la tiép tuyén ctia (B).
(H.150) Do CA = CD, BA = BD, BC = BC nén
ABAC= ABDC (c.cc)
= D=A=90".
CD vutdng géc véi ban kinh BD 1ai D nén CD
14 1i€p tuyén cia (B).
(H.151) Vi tam gidc MAO va MBO déu
noi tiép (1) c6 dudmg kinh li canh MO nén
tam gidc MAO vuong tai A ; MBO vuong
tai B hay :

MA vuong goc vai ban kinh OA tai A.
MB vuéng goc vai ban kinh OB tai B.

Vay MA, MB la hai tiép tuyén ciia duimg
tron (O).

(H.152)
a) Theo tinh chét cua hai tiép tuyén cit nhau cé
A= R"z}

Ay=As

Hinh 151

= A +A, = Ay +Ay=BAC=90°.

Suyra A, +A, +A; +A, = DAE = 180°.
Vay D, A, E thing hang.

b) Goi O la trung diém cia BC thi O la tdm dudng tron ngoai ti€p tam gidc
ABC vuong tai A, dutmg kinh BC.

Lai ¢6 DA = AE nén OA la dudng trung binh cua hinh thang BDEC suy ra
OA /f BD do d6 OA L DE. DE vuong géc véi ban kinh OA tai A. Vay DE
ti€p xiic vdi dudmg tron (O) dudmg kinh BC. '

Hinh 152
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(H.153) x y

Ké Ol L AB (I € CD) thi CA // 10 // DB (1) MI
ma AO = OB (2) (vi bin kinh). c

Tir (1) va (2) suy ra CA, 10, DB la ba duimg
thing song song cich déu nén Cl = ID. Licdé1 |

1
\
\

i 5
la tam dudmg ton duémg kinh CD va 10 la mﬂfm
khoang cdch d tir tam [ dén AB.

AC+BD

Do Ol la duémg trung binh cia hinh thang ACDB nénd = Ol = T

Lai ¢6 CA = CM, DB = DM (theo tinh chit cia hai tiép tuyén cit nhau nén
AC+BD CM+DM DC

> > T=R la ban kinh ctia duimg tron (). Dod = R
Viy AB ti¢p xiic véi dudmg tron dutmg kinh CD.

(H.154). Vi tam gidc EKC ¢6 canh EC la
dudmg kinh dudmg tron ngoai tiép nén tam
gidc gidc EKC vuong tai K.

Ké HI L AK thi BA // HI // EK (1)

Mi BH = HE (2) (theo gt).

Tir (1) va (2) suy ra BA, HI, EK la ba duémg
thing song song cdch déu nén Al = IK suy
ra tam gidc AHK can tai Hdo dé K, =B (vi
cung phu véi goc HAK ). Hinh 154

Lai c6 C3 =K; (do OC = OK véi O 1a tm duimg tron dudmg kinh EC) nén
K) +K; =90°. Do AKC = 180° nén HKO =90° hay HK vuéng géc vdi bén
kinh OK tai K. Vay HK 1a ti€p tuyén ciia dudmg tron duémg kinh EC.
(H.155) Xét 1am gidc déu ABC ngoai tiép (O, r). Ké 4
dutmg cao AH. Vi tam gidgc ABC déu nén truc 1am,
trong tam clia tam gidc triing véi giao diém cila ba
dutmg phén gidc hay tring véi O la tam cia duimg

tron ndi tiép tam gidc déu ABC suy ra AH = 3r (theo 2 o
tinh chit cia duong trung tuyén) nén AH B H 60°, c
la canh dGi di¢n v6i C = 60° ciia tam gidc AHC. H

Hinh 155
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Dodé  sin60° = A—H hay AC = AH =3—r=2IJ§.
AC sin 60° Vﬁ_
2

Viy S= —;—.Br.Zruﬁ = 3r2 3 (dvd).

(H.156) Goi D, E, F ldn lugt la céc tiép diém
cua (I, r) véi cdc canh BC, CA, AB ciia tam
gidc ABC. Theo tinh chat cua hai 1iép tuyén
cit nhau thi AE = AF, BD = BF va CD = CE.
a) T giac AFIE c6 ba géc vuodng nén la hinh
chit nhat do cé hai canh ké IE = IF = r nén
AFIE la hinh vuong do d6 AE = AF =,

Lic d6

Hinh 156

BF=AB-r. (1)
CE=AC-r. 2)
Cong (1) véi (2) theo vé, thu duge
BF + CE= AB + AC - 2r= BD + CD = BC.
Suy ra 2r= AB + AC - BC.
b) Do tam gidgc ABC vuong tai A nén tdm O cia dudng tron ngoai 1ép la
trung diém cua canh huyén BC hay BC = 2R.
Viy AB+ AC=2(R +r).
(H.157) Goi D la 1i€p diém cua (Ia) véi canh BC.
a) Theo tinh chét ciia hai tiép tuyén cit nhau thi
BD = BE, CD = CF, AE = AF.
Do: AE=AB+BE=c+BD. (n
AF=AC+CF=b+CD. (2)
Cong (1) vdi (2) theo vé, ta duoc
2AE=2AF=b+c+BD+CD

=a+b+c.

ngAE=AF=a+:H. Hinh 157

95



b) Theo ciu a)

a+b+c
2

a+b+c
T

BD+c=BE+c=AE=

CD+b=CF+b=AF=

" a+h+c_c=a+b—c Vi CF = a+h+c_b=c+a—-b.
2 2 2 2
50*, Xem hinh 156, bai 48. Theo bai 48, ta ¢6 : DC = CE.
Viy :
BD.DC=BD.CE=BF.CE=(AB-1(AC-1)
=ABAC+r(r-AB-AQ
i sk K AB+AC—HC(—AB—:;C—BC]
__(AB+AC) -BC?  AB? +AC?-BC? +2ABAC
4 4

Suyra BE

_ ABAC

(do AB® + AC? = BC? theo dinh i Py-ta-go).

ABAC ABAC
2 2
S1*. (H.158) Goi E, F ldn luot la tiép diém cua (I) véi BC, CA.
Theo tinh chat cla hai tiép tuyén cit nhau

thi CE=CF=x,BE=BD=2zva
AD=AF=y.
Theo gia thiét : CA.CB = 2DA.DB
(X +YNXx+2)=2yz

ax2+xy+xz=yz

Viy BD.DC = BD.CE = ABAC - =S.

o2+ 2xy + 2xz = 2yz

2

c:sz+2xy+22x+y2+22=2y2+y2+z
m{x+y}2+[z+x)z=(y+z)3’

hay CA’ + AB> =CB? & AABC vuodng tai C (theo Py-ta-go dio).



CHU PE 5

52.  Hai duimg tron ¢6 thé ¢6 0, 1, 2, 3,... v6 s6 diém chung.

53.

55.

Hai dudmg tron phan biét khong thé ¢6 qua 2 diém chung (chi ¢6 thé 1a 0, |
hodc 2). Vi néu hai dudmg tron c6 dén 3 diém chung thi ba diém ndy khong
thing hang va ching phii tring nhau do qua 3 diém khong thing hang ta vé
dugc mét va chi mot dudmg tron.

Déng 1 : Cét nhau

Dong 2 : Khong giao nhau (dung nhau)

Dong 3 : Ti€p xiic ngoai

Dong 4 : Khong giao nhau (¢ ngoii nhau)

Dong 5 : Tiép xiic trong

Dong 6 : Cit nhau

Dong 1 : d = 6ecm

Dong2:4<d<10

Dong 3: R = 6¢cm

Dang 4 : 4cm

Chia ra hai truémg hop :

a) Tiép xdc trong : 1 1i€p tuyén chung (ké Ax L O,A).

b) Tiép xiic ngodi : | ti€p tuyén chung trong, 2 tiép tuyén chung ngoai.

- Tiép tuyén chung trong : Ké Ax 1L O|A.

- Hai tiép yén chung ngoai.

Bl. V& (O,.R, -R,).

B2. V& dudmg tron tam O’ dudmg kinh 0,0, cit (O,. R, - R,) tai H.

B3. Tiép diém B cua tiép tuyén chung véi (0,) la giao diém cua O,H véi
(0. R)).

B4. Tiép diém C cua 1iép tuyén chung véi (0,) la giao diém cia (O,) véi
(B, HO,). :

B5. Lay B’ d6i ximg véi B qua 0,0,, C d6i ximg véi C qua 0,0,, C déi
ximg vdi C qua O;0, thi B'C la tiép tuyén chung ngodi thit 2.

TA-PP gidi T9. 111 ¥



57. (H.159) Truémg hop tiép xiic trong trén hinh 159a. Theo tinh chat cua hai
ti€p tuyén cdt nhau : DA = DB, EA = EC

| P Y r0.)
Al=C

D

a) Hinh 159 b)
Trudmg hop ti€p xic ngodi trén hinh 159b.
Theo tinh chit cia hai tiép tuyén cit nhau : DA = DB, EA = EC.
= By =A201) A3=C4 (2) md A2 =A3 (3) (vi d6i dinh).
Tir (1), (2) va (3) suy ra
By = Cs4 = BD//CE.
§8. (H.160)a) ViO,B// O,Cnén O, +0, = 180".

Hinh 160
Ma tam gidc O, AB cin tai O, tam gidc O,AC can tai O, nén

s - 0 _ A 0 _ A 0 O o
Ryl m IEB(Z'2 0) +[Ii[) 2 02 _ 360 (;}|+01)= 132{) s

Viy BAC =90°.

gﬂﬂ

98
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b) Ap dung hé qua ciia dinh li Ta-Iét cho O, B // O5C thu duoc
Spie Oy 10 105 10,=10; O 4.,
1 0,C 10, 3 1 3-1 2 2
=10, =6 (cm).

(H.161)

a) Ké 1i€p tuyén chung Ax cia (O))

va (O,) cat DE 1ai 1. Theo tinh chat

cuia hai ti€p tuyén céit nhau thi ID =

IA = IE nén tam giic DAE vuéng

12i A hay DAE = 90°.

b) Tam gidgc DAB c6 AB la duémg

kinh ctia dutmg trdn ngoai tiép (O,)

nén tam giac DAB vuong tai D suy

ra ADB=90° tam gidgc AEC cé

canh AC la duimg kinh cia dudmg tron ngoai tiép (O,) nén tam gidc AEC

vuong tai E suy ra AEM = 90°,

Viay ur giac ADME la hinh chit nhat (vi c6 ba géc vuong).

¢) Vi ADME la hinh chir nhit nén duémg chéo AM di qua trung diém I cia

DE hay AM tring véi Ax la ti€p tuyén chung cia hai duémg tron. Vay AM

la tiép tuyén chung cua hai dudng tron.

(H.162) a) Vi P d6i ximg v6i M qua 0,0, (1), Q d6i ximg véi N qua

0,0, (2). Nén

MP 10,0,
NQ L 0,0,

Suy ra MNQP la hinh thang (4) lai cé6 H

doi ximg v6i H qua 0,0,. (5)

Tix (I) (2), (5) suy ra HI HM\ doi ximg

HPQ qua 0,0, nén HMN = HPQ (6)

Tir (4) va (6) suy ra MNQP la hinh

thang can.

b) Lai ¢6 O, déi ximg véi O, qua O,0,. (7

0, d6i ximg véi 04 qua 0,0,. (8)

Hinh 161

} =MP/INQ. (3)
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T (1). ) (7) suy ra O,PQ doi ximg véi O,MN qua 0,0, nén
0,PQ =0, MN =90°, hay PQ vuéng géc véi bén kinh O, P 1ai P. Do d6 PQ la
l€p uyén cia (O)).

Tir (1), (). 8) suy ra O,QP d6i ximg véi O,NM qua 0,0, nén
0,QP =0,NM =90°, hay QP vuong géc véi bin kinh 0,Q tai Q. Do dé
QP la ti€p tuyén (O,).

Viy PQ la ti€p tuyén chung cia hai dutmg tron.

) Ké tiép tuyén chung tai A, cit MN, PQ thir tutai R va S.

Theo tinh chét ctia hai 1iép tuyén ¢t nhau ta c6 MR = RA = RN, PS = SA = SQ

nén MN + PQ = 2.RS. (9
Lai ¢6 RS 1a duémg trung binh ctia hinh thang MNQP, do dé
MP + NQ =2.RS. (10)

Tir (9) va (10), suy ra MN + PQ = MP + NQ.
(H.163) a) Ké ti€p tuyén chung
tai A. cit BCtai l.
Theo tinh chat cua hai tiép
tuyén cét nhau thi :
IA =1IB = IC nén BAC =90°.
b)Vi IA=IB=IC
va 0,A=0,B,

0,A =0,C.
Nén 10, va 10, ldn luor la
trung truc cua AB va AC. Do
dé 10, L AB, 10, L AC, suy ra ur gidc AHIK la hinh chil nhat vi c6 ba géc
vuong nén HIK =90° hay tam gidc 0,10, vuong tai 1.
Ap dung hé thirc vé duomg cao h? = b'c', ta duge IAZ = 0,A.AO,, hay

IAZ=R, R, & 1A =[R|R;.
Vay BC = 21A = 2J/R|R;.
c) Vi CAD ké bd v6i BAC = 90° nén CAD =90°. Tam gidc CAD vuong
tai A néi tiép (O,) nén CD la dudmg kinh. Vay C, O, D thing hang.

Hinh 163
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d) Ap dung hé thiic Py-ta-go vio tam gidc BCD vudng tai C, thu duoc
=DC’ + CB’ hay BD’ = 4R} + 4R R,

= BD=2JR}+RR,.

Ap dung hé thiic vé canh : ¢’ =c'a,ta duoc BC? = BA.BD, hay
4RR, =BA2yR2 +R\R, & BA =—onli2 - 2R1VRy

R%+R|R2 VRITR'z

Ap dung hé thiic vé dudmg cao ah = be, ta ¢6 : BD. CA = BC.CD, hay
2JR3 +R R, .CA =2/R|R; 2R, & CA —%
e

(H.164) a) Vi BC vuong
géc vi dubng thing DE
nén DK = KE, BK = KC
(theo gid thiét) do d6 i
gidc BDCE la hinh binh
hanh, lai ¢c6 BC L DE nén
1a hinh thoi.
b) Vi tam gidc BDA noi
tiép duémg tron (O,) 6
BA la duomg kinh nén
ABDA vuodng tai D.
Goi I' Ia giao diém ciia DA véi CE thi AI'C=90° (1) (vi so le trong véi
BDA ). Lai c6 tam gidc AIC ndi tiép dudmg tron (O,) ¢6 AC la dudmg kinh
nén tam gidc AIC vuong tai [, hay AIC =90° (2)
Tir(1) va (2)suyral = T', vay D, A, I thing hang.
¢) Vi tam gidc DIE vuong tai I ¢6 IK Ia trung 1uy6n ung vdi canh huyén DE
nén KD =KI = KE = Dy = Iz (). Lai ¢6 Dy =Ca (2) do cing phu véi
DEC va C4 =C3(3), vi 0,C = 0,1 1a ban kinh cia dutmg tron (0,).

Hinh 164

Tir (1) (2), (3) suy ra iz =i3 = I;_ +i5 = f; +i3 =90° hay Esz =90° do
d6 KI vudng géc véi bén kinh O,] cia dudmg tron (0,) vay KI 1 tiép tuyén
cua dudmg tron (O,).

101



63.

102

(H.165) C6 hai tiép tuyén chung ngoai.
B, : V& dudng tron phu thi nhét (O,, R,
- sz

B, : V& dudmg tron phu thi hai tam O'
dutmg kinh 0,0, cit dudmg tron phu thir
nhat tai H. ;

B3 : Tiép diém C clia ti€p tuyén chung
thit nhdt véi dutmg tron (O)) 1a giao
diém cia O, H v6i dudmg trdn (O,, R,).
B, : Tiép diém D cia ti€p tuyén chung thi nhat véi dudmg trdn (0,) la giao
diém cta dudng tron (C, HO,) véi dudmg
tron (O,).

Bs : Liy E déi ximg véi C qua 0,0,. F déi
ximg véi D qua 0,0, thi EF la tiép tuyén
chung thir hai.

(H.166) Dubmg tron (O) cit dudmg tron (O,

Hinh 165

OA)1ai A va Bnén OO’ L AB. (1)
Duimg tron (O') cét dutmg tron (O, OC) tai
Cva Dnén O0' LCD. (2)
Tur (1) va (2) suy ra AB // CD.

(H.167) a) Gia sir dd xédc dinh
duge vi tri cia cdtl tuyén PAQ
sao cho PA = AQ.

Ké O,H vuong géc véi day PA

thi PH=HA = %P.‘\.

Ké O,K vuong géc véi day AQ
|MAK=KQ=%AQ

Hinh 167

Nén AH = AK.
Ké Ax // O, H // O,K cit O, O, 1ai 1 thi O,1 = 10, vi Ax L PQ.

Tir d6 suy ra cdch xdc dinh vi tri cha cdt tuyén PAQ d6 la cét tuyén PAQ
vuong géc v6i IA 1ai A vdi | 1a trung diém ctia doan n6i tam 0, 0,.



b) Trén hinh 167 ta thdy PA = HK.

Ké O,M L OyH thi uf gide MHKO, c6 ba géc vuog nén 1a hinh chit nhat do
d6 HK = MO,. Lic d6 O,M la dudng vudng géc ké tir O, dén duimg thing
O,H, 0,0, la duimg xién ké tir O, dén duéng thing O, H.

Nén O,M <0,0, hay PQ = 2HK = 20, M <20,0, (khong d6i). Dau ding
thirc xdy ra <> M = O hay PQ // 0,0,.

Vay o vi tri cit tuyén PAQ // 0,0, thi PQ ¢6 d6 dai 16n nhat.

c) (H.168) Qua A ké cit tuyén CAD vudng géc véi BA.

Thi tam gidc ABC va ABD vuong tai A 14n luot ni tiép cdc duimg tron (O,),
(O,) nén O, la trung diém clia BC va O, Ia trung diém cia BD.
Lic d6 0,0, la dudmg trung binh ctia tam gidc BCD nén- 0,0, // CD suy ra
PQ < 20,0, (1) (theo cau b). Lai ¢6 : BQ < BD (2), BP < BC (3).
T (1), (2), (3) suy ra chu vi tam gidc

BPQ = PQ + BQ + BP < 2(0,0, + R, + R,) (khong déi).
Déu bing c6 khi P =C,Q = D.
Viy chu vi tam gidc BPQ dat gid tri 16n nhdlt khi cét tuyén PAQ vudng véi
day chung BA tai A.
d) Ké BN LPQ thi BN <BA.

Lic 46 Sgq = 5 BN.PQ < 2 BA.CD Khong dGi.

Viy Sgpq dat gia tri l6n nhat khi cét tuyén PAQ vuong géc véi day chung
BA 1ai A.
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(H.169)
Goi giao diém ctia AC véi BD
1a E. Cdc tam gidc ACH, AKH
noi ti€p duomg tron (O,;) cé
canh HA la dudmg kinh nén
tam gidc ACH vuong tai C, tam
gidc AKH vuéng tai K suy ra
DC L AE(1)HK L AK (2).
Lai ¢6 tam giac HKD, HBD néi
ti€p dudmg tron (O,) cbé canh
HD la duéng kinh nén tam giac
HKD vuong tai K, tam gidc
HBD vuoéng tai B suy ra :
HK LKD (3), AB L DE (4).

Tir (2) v (3) suy ra A, K, D thing hang nén HK L AD.

Hinh 169

(5)

Tir (1) va (4) suy ra H la truc tam cla tam gidc AED,dod6 EH L AD. (6)
Tu (5) va (6) suy ra H € EK (vi qua H & ngoai dudmg thing AD chi ké duoc

mot dudmg thiing vudng géc véi AD).

Viy AC, BD, HK déng quy tai E 12 giao diém ctia AC va BD.



GOC VOI DPUONG TRON

Trong chuong nay ching ta sé nghién ciu géc & tam, géc tao boi hai cat
tuyén (hodc géc giira cdl tuyén va tiép tuyén) cia dudmg tron, quy tich cung
chira géc va diéu kién dé mot uf gidc noi tiép hay ngoai tiép duge mot dudmg
tron. Qua d6 rén luyén nhimg ki nang co ban trong viéc chimg minh céc tinh
chat hinh hoc, cdch giai cdc bai todn quy tich, dung hinh, tinh todn cdc dai
luong hinh hoc nhu d6 dai duong tron, dé dai cung tron, dién tich hinh tron
va dién tich hinh quat tron.

Cho dé 1
GOC & TAM, SO PO CUNG, LIEN HE GIUR CUNG VA DAY

KIEN THOC CAN NHO

Goe o tdm c6 moi lién hé chat ché véi cung tron.

Trong dutmg tron (O), ta xét géc & tim AOB (H.170)

thi 56 do cung nho AB bing 56 do géc AOB. s6 do

cung én AB bing 360° — AOB. Tir d6, dé tim s6 do 4 B
cung ta tim s6 do goc va nguoc lai. Hinh 170

CAC DANG BAI TAP CO BAN

Dang1
SU LIEN HE GITA GOC O TAM VA CUNG

PHUONG PHAP GIAI
S6 do géc & tam duimg tron bang sé do cung bi chan. Trén hinh 170 :
sd AOB = sd AB.
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vi DU

Vi du 1. Gia sir A 12 mot diém nim ngoai

duémg tron (O). Ké cic tiép wyén AB va AC 4 <‘

t6i dudmg tron (B va C 1a cdc tiép diém). Tim ‘ i
s6 do cung nho va cung lén BC cua dudng '

tron (O), biét ring BAC = a.

Giai (H.171) Hinh 171
Tir gia thi€t bai todn ta c6 céc 1am gidc OAB, OAC vuong ldn luot 1ai B va C.

Trd6 OAB+AOB = 90°, OAC + AOC = 90°.

Suy ra (OAB +OAC) + (AOB + AOC) = 180°.

Hay BAC +BOC = 180°, din dén BOC = 180° - a.

Do d6 56 do BmC = 180° - va 56 do BnC = 180° + .
Vi du 2. Cho duimg tron (O) duémg kinh AB va day
cung AC. Chiig 16 ring sd BAC = -;-5d BC.

Gidi (H.172)
Ta thiy BOC la géc ngoai cha tam gidc AOC can tai
dinh Cnén BOC =20AC =2BAC

I : Hinh 172
Tirdé BAC = EBOC = EBC (dpcm).
Vi du 3. Gia sir C 1a mot diém trén cung lén AB clia D

dutmg rdn (0). Diém C chia cung Ién AB thanh hai 4
cung AC va CB. Chimg minh ring cung 16n AB c6 sd
AB =sd AC +sd CB.
Gidi

Trudmg hop 1 (H.173). Tia OC ndm trong géc d6i dinh
cla gée o 1am AOB. C
K¢ dudmg kinh CD clia dudmg tron (O), ta thay Hinh 173

AOD + AOC = 180°;

BOD + BOC = 180°.
Suyra AOD+BOD +(AOC + BOC) = 360°
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hay  AOB+AOC +BOC = 360°.
Tir dé s6 do cung nho AB + s6 do cung nhé AC + s6 do cung nho
BC = 360°. Vay s6 do cung 1én AB = s6 do cung nhdé AC + s6 do cung nhd
CB. Nghia la 1a da chimg minh dugc néu C ndm trén cung 16n AB thi
sd AB =sd AC +sd CB.
Trudmg hop 2 (H.174). Tia OC tring vdi tia d6i cua
mot canh géc & tim AOB.
Tacé AOB+COB = 180°; AOC = 180°.
Suy ra AOC + COB + AOB = 360°
hay AOC+COB = 360° - AOB.
Tir d6 s6 do cung nira dudmg tron AC + s6 do cung Hinh 174

nho CB = s6 do cung Icm AB. Nghla la vai cung lén
AB, 1a ¢c6 sd AB =sd AC +sd CB.

Trudmg hop 3 (H.175): Tia OC ndm trong mot goc ké

B
ba véi géc & tam AOB. D
Tir trudmg hop 2 ta thdy s6 do cung Ién AB = s6 do »,
cung nira duémg tron AE + s6 do cung nho EB.
Vi C ném trén cung nho EB, nén s6 do cung nho EB g ¢

= 50 do cung nho AC + sd do cung nho CB. Do d6 s6 E

do cung Ién AB = s6 do cung nira duimg tron AE + Hinh 175

s0 do cung nho EC + s6 do cung nho CB. Tir truomg

hop 2 1a ¢6 6 do cung nira dudmg tron AE + s6 do cung nhé EC = 56 do
cung Ién AC. Do dé6 s6 do cung lén AB = sé do cung ldn AC + s6 do cung
nho CB (dpem).

Luu y. Trong cdc bai todn vé cung trén, bai todn chimg minh hai cung bdng
nhau ¢6 y nghia rdt quan trong. Tir hai cung bing nhau, 1a chimg minh ditoc
hai doan thdng bdng nhau, hai géc bing nhau.

BAI TAP

Gia st M 12 mot diém ndm ngoai dudmg tron (O, R) sao cho OM =2R. T M
ké hai ti¢p tuyén MA, MB véi dudmg tron (A va B la céc 1iép diém). Tim s6
do géc dthm AOB.
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Cho hai dudmg tron (O) va (O') cit nhau tai hai diém A va B. Duémg phan
gidc ciia goc OBO' cét céc dudmg tron (O) va (O') theo thit ty tai C va D so
sdnh hai géc BOC va BO'D.

Cho tam gidgc ABC c6 B = 70°, C = 50°. Dudng tron tam O noi tiép tam
gidc d6 tiép xiic véi cac canh AB, AC, BC theo tht ty tai D, E, F. Tinh s6 do
cdc cung DE, EF va FD.

Dang 2
SU LIEN HE GIUA CUNG VA DAY
PHUONG PHAP GIAI
1. Hai dutmg thing song song cit (O) 1ai A, B, C, D (H.176a) thi
sd AB = sdCD.
A
A
B D 9 c
c 3
a) b) c)
Hinh 176
2. Cic truomg hop co ban:

Trén hinh 176b: AB = AC < sd AB = sd AC,
Trén hinh 176c: AB = MN < sd AB = sd M.

viDpy

Vi du 1. Gia sir ABC la tam gidc nhon noi tiép dudmg tron (O). Duéng cao
AH cat duimg tron (O) tai D. Ké duimg kinh AE cia dutmg tron (O). Hay
chimg minh :

a) BC song song véi DE.

b) Tir gidgc BCED la hinh thang can.



Giai (H.177)
2) Vi AE 1a duimg kinh ciia duomg tron (O)
nén ADE =90°, hay AD L DE.
Mat khic, do AD L BC = BC // DE.
b) Tir két qui céu a, ¢6 BC // DE 0
= BD= Eﬁ ’ B H C
Vay nén BD + DE = CE + DE = BE = CD
= BE = CD (méi lién hé giita cung va day).
Do dé ur gidac BDEC la hinh thang can.

Hinh 177

Luu y. Dé chimg minh hai cung bing nhau trong mét diomg tron, ngodi
cdch diing dinh nghia, 1a thitong sit dung cdc dinh li sau :

~ Néu hai day bdang nhau thi hai cung cdng hai ddy dé bdng nhau.
~ Hai cung bi chdn giita hai ddy song song thi bing nhau.

— Duimg kinh di qua trung diém ciia moét ddy (khdc diomg kinh) thi chia
cung cang ddy dy thanh hai cung bdang nhau.

= Duong kinh vuéng géc voi mor ddy cung thi chia cung cdng ddy dy thanh
hai cung bdng nhau.

Vi du 2. Gia sir AB la mot day cung clia dudmg tron E

(0). Trén cung nho AB ldy céc diém Cva Dsaocho  C ;ﬂ

AC =BD. Chimg minh ring AB // CD. A L B
Gidi (H.178) o

Ve bin kinh OE cta dutmg tron (O) vuong goc véi

day AB thi r6 rang c6 EA =EB.

Tur gia thiét AC = BD, suy ra EC=ED (vi chiing Hinh 178

¢6 56 do la hiéu clia s& do hai cung bing nhau).

Trén hinh 178, ta ¢6 sdEC = sd AC— sdEA ; sdED = sd BD - sd EB.

Do EC=ED nén OE LCD (bdn kinh di qua diém chinh gita mot cung thi
vubng gbc vai day cing cung).

Te OE L ABva OE L CD, suy ra AB // CD (dpcm).
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BAI TAP
Cho dudmg tron (O) dudmg kinh AB vi dudmg tron (0) du&ng kinh AO. Cic

diém C. D thudc dudmg trdn (O) sao cho B € CD. BC<BD. Cic diy cung
AC va AD cit duimg tron (O') theo thi tu tai E va F.

a) So sdnh do dai cic doan thing OE va OF.

b) So sdnh s6 do cic cung AE va AF cla dudng tron (O').

Cho dutmg tron (O, R) hai day cung AB vi CD vudng géc véi nhau tai |
(C thuéc cung nho AB). Ké duong kinh BE cua dutmg tron (O).

a) Chimg 16 riing AC = DE.

b) Chimg minh hé thitc IA? + IB2 + IC* + ID? = 4R%.

Cho dudng tron (O) dudng kinh AB. Trén nira dudmg tron d6 Iy hai diém C,
D. K¢ CH vuong géc vi AB cat dutmg tron tai diém tha hai E. Ké AK
vuodng géc véi CD, cit dubng tron tai diém thit hai F. Chimg minh rang

a) Hai cung nho CF va DB biing nhau.

b) Hai cung nho BF vi DE bing nhau.

¢) DE = BF,
Cho Je 2
GOC NOI TIEP VA GOC TRO BAI TIA TIEP TUYEN
VOI MOT DAY CUNG
KIEN THOC CAN NHO
- Géc ABC ¢6 dinh nim trén dutmg tron (O) v D

céc canh cat dudmg tron d6 duoce goi la gée noi g
tiép (H.179a). Trong truimg hop cdc géc noi Liép
6 s6 do khong vuat qua 90 thi s6 do cla ching
bang nia 56 do cua géc & 1am, ciing chin mot
cung. Ciic goc ndi tiép déu c6 s6 do bing nira s6
do cung b chan. Vi thé, néu nhimg géc nay cling
chin mot cung (hodc chin nhimg cung bing nhau)
thi ching bing nhau. néu cdc goc noi tiép ndy
bing nhau thi cdc cung bi chan bing nhau. Hinh 179a
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- Cho dudmg tron (O) vi diy cung AB. Tir diém A 1a ké tia tiép tuyén Ax vdi
duimg tron, khi d6 BAx dugc goi la gbc tao bai tia tiép tuyén véi ddy cung
AB (H.179b). Ciing nhu géc noi tiép, s0 do goc
giira tia tép tuyén va diy cung bang nira 6 do

cung bi chin sd BAX = -;- sd AmB. B
Nhimg khdi ni¢m, dinh Ii, h¢ qua vé géc noi tiép,

g6c 1ao bai tia tiép tuyén va diy cung cé thé gilp m
ching ta so sdnh s& do cic goc, tir d6 chimg minh

duge cic duimg thing song song véi nhau, cic A ~
tam gidc bang nhau, cdc tam gidc ddéng dang véi Halv1 7%
nhau ...
CAC DANG BAI TAP CO BAN
Dang1
GOC NOI TIEP PUONG TRON
PHUONG PHAP GIAI C

1. Chi ¢ phan biét: Géc ndm trén dudmg tron B
khdc véi géc ndm trong dudmg tron.

2. Hai géc cung chin mot cung thi biang nhau

vi bing nira s6 do cung bi chin. Trén hinh D

179a: sd ABC = sd ADC = sd AEC = lzsd.?.'&.

3. Cic géc chiin hai cung bang nhau thi bing

nhau. Trén hinh 179: b
AD=CD <> sdAD =sdCD <> sd ABD = sdCAD.

vi DU

Vi du 1. Trén canh huyén BC cia tam gidc vuong ABC vé phia ngoai 1a

dumg hinh vuong vdi 1am tai diém O. Chimg minh ring AO li tia phan gidc

cla géc vubng BAC.
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Giai (H.180)
Vi O Ia 1am ciia hinh vudng nén BOC = 90°. Lai 4
vi BAC =90° suy ra b6n diém A, B, O, C ciing
ndm trén dudmg tron dudmg kinh BC.
Dai véi dutmg tron niy ta thay

BAO = BCO (ciing chan BO ).
Ma BCO = 45° = BAO = 45°, %)
Do BAC=90°, nén CAO = BAC - BAO = 45°.
Vay BAO =CAO. nghia Ia AO 1A tia phan gidc
cua géc vudbng BAC (dpcm).
Vi du 2. Cho tam gidc nhon ABC noi ti€p dudmg tron (O). Tir dinh A 1a ké
dudmg cao AH (H thuoe BC). Chimg minh
ring BAH = OAC.
Gidi (H.181)

Ké dubmg kinh AE cia duimg tron (0). Ta
thay ACE = 90° (g6c noi tiép chin nira
duimg tron). Tix 46 OAC + AEC = 90° (1)
Tir gid thiét bai ra, ta c6 : B

el (%
BAH + ABC = 90° 2) \g/
D E

Lai vi AEC = ABC (ciing chin AC) (3) b 184

Tir (1), (2), (3) suy ra BAH = OAC (dpem).

Luu y : Ciing c6 thé gidi bai todn theo tomg sau.

Goi D la giao diém cia tia AH véi duimg iron (0), chimg 10 nr gide BDEC
la hinh thang can. Tir d6 suy ra sdBD = sdCE , ddn dén BAD = CAE, hay
BAH = OAC.

Vi du 3. Cho tam gidc déu ABC noi tiép dutmg tron (O). Trén cung BC

khong chifa A ta 18y diém P bat ki (P khéc B va P khéc C). Céc doan PA va
BC cit nhau tai Q.

a) Gia sir D la mot diém trén doan PA sao cho PD = PB. Chimg minh ring
tam gidc PDB déu.

Hinh 180

A




b) Chimg minh ring PA = PB + PC. A

¢) Chimg minh h¢ thic -L=l+.1_
PQ

PB PC
Gidi (H.182)

a) Trudce tién ta nhan thay ring tam giéc PBD b
can tai P. Mat khac

T P e C

BPD = BPA = BCA =60° (hai géc D
noi 1iép cing chin AB cla dudmg tron (0). g 0
Vay nén tam gidc PDB déu.
b) Ta di c6 PB = PD, viy dé ching minh A
PA = PB + PC 1a s& chimg minh DA = PC. i

That vay, xét hai tam gidc BPC va BDA, ¢6
BA = BC (gia thié1),
BD = BP (do tam gidc BPD déu).
Lai vi ABD + DBC =60°, PBC+ DBC = 60° nén ABD = PBC.
Tirdé ABPC = ABDA (c.g.c), din dén DA = PC. (Dpcm)
¢) Xét hai tam gidc PBQ v PAC ta thiy BPQ = 60°, APC = ABC = 60° (hai
gdoc noi 1ép cung chan cung R} suy ra ﬁI?‘Q= EﬁCﬁQ= PBC = PAC
(hai g6c noi ti€p ciing chin PC). Tir dé
APBQ~APAC (gg)= L 9 1 hay PQ.PA = PB.PC
g'g PB PA L] }. ® . .
Theo két qua ciu b, ta ¢6 PA = PB + PC nén PQ (PB + PC) = PB. PC.
| | 1
H¢ thitc nay tuong duong vl — = — 4 —, m)
. y tuong duong PQ PB ' PC (Dpe
Ghichi :

=Tt gide ABCD ¢6 tinh chdt AB.CD = BC.AD (*) néi ¢ vi du trén diwtge goi
la uik gide diéu hod. Loai ni gide ddc biét nay ¢6 nhiéu img dung trong viée
gidi cde bai todn hinh hoe phdng khdc.

" AB BC iy ;
— Néu viét hé thire (*) diei d —— = —— va nha lai tinh chdt dieémg phdn
t viél hé ot dang AD_ CD ( &P

gidc trong tam gidc ta cé thé néu thém mot tinh chdi ciia ti gide diéu hoa.
—Tit giac ABCD la mor i gide diéu hoa khi va chi khi cde duomg phan gidc
cia goc BAD va BCD cdt nhau tai mor diém trén dicomg chéo BD.
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~Tir gmr AHC D la nr gige diéu hoa khi va chi khi cde dieimg phdn gidc ctia
géc ABC va ADC cdt nhau trén diromg chéo AC.

BAI TAP

Cho géc xAy va M Ia mot diém bat ki ndm trong géc d6. Ké cic duomg
vuong géc MP va MQ theo thir ty 1én cdc canh Ax, Ay (P thude Ax, Q thude
Ay). Ké AK vuong géc véi doan PQ. Chimg minh ring PAK = m

Cho tam gidc nhon ABC noi ti€p dudmg tron tim O. Goi A', B, C la chan
cic dudmg vudng goc ke tir A, B, C irén céc canh BC, CA, AB ; H la tryc tAm
cua tam gidc ABC.

a) Chimg minh ring AA' la dudmg phin gidc trong cia géc BA'C.

b) Cho BAC = 60°. Chimg 16 rhng tam gidc AOH can.

Cho tam gidc ABC ndi ti€p duimg tron tam O. Tia phan gide cha géc BAC
cdt BC & D va cit duomg tron (O) tai E.

a) Chimg minh AB.AC = AD. AE.

b) Chimg minh ring ED.EA = EB’,

Dang 2

GOC TAO BOI TIA TIEP TUYEN VA DAY CUNG
PHUONG PHAP GIAI 4
1. 56 do gbc tao bai tia ti€p tuyén va day cung
(tai mot diém trén dudmg tron) biang nira 56 do Cc
cung bi chén. Of
2. Trén hinh 183: sd BAC = sd xBC %sdﬁ'é. .
vi DU B x

3 Hinh 183
Vidu 1. Gia sir A va B la hai diém phan biét trén

duimg tron (0). Céc tiép tuyén cha dudmg tron (O) tai A va B cit nhau tai
diém M. Tir A ké dudmg thing song song véi MB, cit duémg tron (O) 1ai C.
MC cét dudmg tron (O) tai E. Céc tia AE va MB cét nhau tai K. Chimg minh
ring MK’ = AK.EK va MK = KB.

ER-PP pun TY.HH



Giai (H.184)

* Do MB // AC nén BMC=ACM (1) ; lai c6 M
ACM = ACE = MAE (cung chin cung AE ) (2).
Tur (1) va (2) suy ra AKME - AKAM (g.g) K
MK EK s
= ——=——hay MK“= AK. 3).
AK MK Y RESS)

* Ta thdy EAB = EBK (cing chén BE ).
Tirds6 AEBK ~ABAK (g.g)

3K EX hay BK2=AK.EK (4). &

AK BK Hinh 184
Tir (3) va (4) suy ra MK?= KB? nghia I, MK = KB (dpem).
Vi du 2. Cho dudmg tron (C) tam O, AB 1a mot ddy cung cia (C) khong di
qua O va [ 1a trung diém ciia AB. Mot dudmg thing thay ddi di qua A cét
dutmg tron (C)) tdm O bén kinh OI tai P va Q. Chimg minh ring tich AP.AQ

khong déi va dudmg tron ngoai tiép tam gidc BPQ luon di qua mot diém c6
dinh khic B.

Giai (H.185)
Ta ¢6 PQI=PIA (cing chin Pl). nén

B
AAPI ~ AAIQ (g.g).
suyra AP_ Al _ APAQ=AI? (khong ddi)

e e LA
Gia sir duong tron ngoai ti€p tam gidc BPQ cit ‘ U
ABtai D (D# B). A S

AD AP
Khi d6 AADP ~AAQB, suy ra —=—— ha

i Q y AQ_ AB Y

AD. AB = AP.AQ = AI? (khong déi). Hinh 185

Do dé diém D la diém c6 dinh (dpcm).

Vi du 3. Cho tam gidc nhon ABC c6 truc tam H va BAC = 60°. Goi M, N, P
theo thit ty la chan cic dudmg cao ké tir A, B, C cla tam gidgc ABC va 1 1a
trung diém cua BC.

a) Chimg minh ring tam gidc INP déu.

b) Goi E va K ldn luot la trung diém cua PB va NC. Chimg minh ring cic
diém I, M, E, K ciing thudéc mot dudmg tron.

¢) Gia sir IA 1a phan gidc cia NIP. Tim s6 do goéc BCP.
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Giai (H.186)

A
a) Tir gid thi€t bai ra, tacé : IN=IP = % BC,
nén lam gidc INP cin tai [. N
Lai vi B, P, N, C nam trén dudmg tron tam I,
duimg kinh BC nén theo méi lién hé gita géc P,
ndi li€p va géc ¢ tam cling chin mot cung, ta g
thiy PIN =2 PBN = 60°,
Viy tam gidc INP déu. ¥ <
. e : Hinh 186
b) R6 rang bon diém I, M, E va K ciing ndm
trén dudmg tron duimg kinh Al

¢) Tir diéu kién cia bai ra ta thay Al Ia tia phin gidc ciia BAC =60°, ma |

la trung diém ciia BC nén tam gidc ABC déu. Tir d6 suy ra BCP = 30°.
BAI TAP
Cho tam gidc ABC vuong tai A. Ly diém D trén canh AC ( AC > 2DC) lam
thm v& dudng tron 1iép xic voi BC tai E. Tir B ké ti€p tuyén thit hai BF cit
AD tai | va cit AE tai K. Trung tuyén AM clia tam gidc ABC cit BF tai N.
a) Chimg minh nam diém A, B, E, D, F cling nim trén mét dutmg tron.
b) Chimg minh hé thic o PE
IK BK

¢) Cho AEC = 130°, tinh s6 do géc ANB.
Cho hai dudng tron (O) va (O') tiép xiic ngoai véi nhau tai diém A. Mot tiép
tuyén cha dudmg tron (O) 1ai diém B cit dudng trdn (0') tai C va D (C ndm
giita B va D). Cac tia CA, DA cit dudmg tron (O) theo thir tr 1ai E va F.
a) Chimg minh ring EF // CD.
b) Goi M la diém chinh giita ciia cung CD (M va A khic phia d6i véi CD).
Tinh s6 do géc BAM.
Cho duimg tron (O) vi diém A ndm ngoii dudmg tron. Ké céc 1iép uyén AB,
AC va cét tuyén ADE véi duomg tron (D nim gilta A va E). Tia phan gidc
cla goc DBE cit DE tai I. Chimg minh ring :

BD CD
a) —=—r.

BE CE
b) Al = AB = AC.
¢) CI la tia phan gidc cia géc DCE.



13.

14.

Tir diém A nim ngodi dudmg tron (O), ké hai 1iép tuyén AB, AC va cat tuyén
AKD sao cho BD song song véi AC. Néi BK cit AC& 1.

a) Néu cdch vé cdt tuyén AKD sao cho BD // AC.

b) Chimg minh h¢ thiic 1C? = IK.IB,

¢) Cho goc BAC = 60°. Ching t6 ring cdt tuyén AKD di qua diém O,

Cho hai duémg trdn (O) va (O') cit nhau tai hai diém A va B. Qua A ké hai
dutmg thing d va d'. Duimg thing d' cit (O) tai M v cit (O") tai N. Duimg
thing d cit dudmg tron (0) tai C va cdt dudmg tron (O') tai D sao cho AB Ia

tia phan gidc cla géc MAD . Chimg minh ring CD = MN.

Chd g& 3
GOC ¢ PINH O TRONG HOAC NGOAI PUGNG TRON

KIEN THOC CAN NHO

Véi dinh A ndm trong dudmg tron (O) ta c6 géc
vai dinh ¢ trong dudmg tron (H.187).

$6 do cia géc nay bing nira téng s6 do hai
cung bj chdn gilta hai canh cia géc v cic tia
ddi cua hai canh do.

W PAR « MEEAMCD,

d BAD = sd BD+sdCE ;
Hinh 187

Véi dinh A ndm & ngoai duémg tron (O) ta lwu ¥ dén cic loai géc ¢6 hai canh

cét dudmg tron hodc 1iép xic véi dudmg tron (H.188a, H.188b, H.188c¢).

Cic géc nay déu c6 s6 do bang nira hiéu s6 do hai cung bi chin.

Hinh 188a
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D=E
Hinh 188¢

CAC DANG BAI TAP CO BAN

AP DUNG GOC CO PINH O TRONG PUUNG TRON

PHUONG PHAP GIAI

Ciing nhu phin géc noi 1iép, gée tao hai tia tiép tuyén va day cung, cdc dinh
Ii vd hé¢ qua cla géc c6 dinh ndm trong hodc ndm ngodi dutmg tron gidp
ching ta tim moi quan h¢ gitta cic 56 do cdc goéc, chimg minh cdc dudmg
song song, cdc tam gidc bang nhau, cic tam gidc doéng dang vai nhau, hai
dudmg thiing vudng géc vai nhau.

viby

Vi du 1. Trén dudmg 1ron (O) cho cic diém A, B, C, D theo thir wr d6, Goi
Ay By, C; va Dy ldn luen 1a diém chinh gilta ca cdc cung AB, BC, CD vi
DA. Chimg minh cic duimg thing A |C, va B,D, vuong géc vdi nhau.

Gidi (H.189)
Goi | la giao diém cua AC, va B,D, B
a, B, v, & theo thir e 1a s6 do goc cua chc B | o

cung AB, BC, CD, DA l.
A
Khi 6 a+B+y+8 = 360", ' s
Xét géc A‘JI_E', la géc ¢6 dinh ndm wong 4 G
dudmg tron (0). Ta ¢ \_
D

—

— I s
AlB; = Et sd ABB, +sd C,DD,) Hinh 189



=%(s¢!@ +sdBB, +sdC,D +sdDD, )

= i (a+B+y+8)=90"

Nghia la A|\C, L B,D, (dpcm).

Vi du 2. Cho bén diém A, D, C, B theo thi tr d6
nam trén dudmg tron tdm O duong kinh AB = 2R (C
vii D nam vé cing mot phia so véi AB). Goi E va F
theo thit tr 1a hinh chi€u vuong géc cia A, B trén
dudmg thing CD. Tia AD cit tia BC 1ai 1. Biél rang
AE + BF = R 3.
a) Tinh so do géoc AIB.
b) Trén cung nhé CD ldy diém K. Goi giao diém cia
KA, KB vé6i DC ldn lugt 1a M va N. Tim gid tri lém
nhét cia MN khi K di dong trén cung nho CD.

Giai (H.190)
a) K¢ OH L CD (HeCD), ta thiay OH la duomg trung binh cta hinh thang

ABFE, suy ra OH = %{AE+ BF) = RTJS

Tir d6 tam gidic OCD déu, suy ra sd COD = sd CKD = 60°.
Ta thay géc AIB ¢6 dinh ndm ngoai duémg tron (O) nén

sd HB:%(sdAmB - sdCKD) = %(ISD"—GD"] = 60°.

b) Ta thiy AAEM ~ ANFB suy ra EM.NF = AE.BF (khong d6i): Do d6 MN
Ién nhat khi va chi khi EM + NF nho nhit. Theo trén, EM.NF khong déi nén
EM + NF nho nhat khi EM = FN = VvAE.BF.

Vay gid tri I6n nhat ciia MN béang EF - 2VAE.BF.

Vi du 3. Trong tam gidc ABC, dudng phan gidc ciia géc BAC cit canh BC
tai D. Gia sir (T) 1a dudmg tron ti€p xic véi BC tai D va di qua diém A. Goi
M la giao diém thi hai cia (T) va AC, P la giao diém thi hai cia (T) va BM,
E la giao diém cta AP va BC.

a) Chimg minh rang EAB = MBC.
b) Chimg minh hé thic BE> = EP.EA.
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Gidi
a) Goi N la giao diém thi hai coa AB véi
dudng tron (T) (H.191).
Do AD la phan gidc clia géc BAC nén
sdDM =sdDN.
Ta cé

MBC=MBD=-£(sdDM—sdDP} Hinh 191

= %(sdDTI—sdEI"}: %sdﬁ"ﬁ = NAP = EAB (dpcm).
b) Tir két qui cau a) ta thily EBP =EAB . Trd6 AEBP «» AEAB (g.g) suy ra

BE EA 2
— — BE"=EP.E d .
EP - BE hay A (dpecm)

Vi du 4. Trén dudmg trdn (O) ta 18y céc diém
A, CI' B, .A|. C. B| theo thi llll'dd.

a) Chimg minh ring néu cdc dudmg thing AA,,
BB, CC, 1a cdc duimg phan gidc trong cla tam
gidc ABC thi ching la cic dudmg cao cia
AABC,.
b) Chimg minh ring néu cdc dudmg thing AA,,
BB,. CC; la céc dudmg cao ciia tam gidc ABC
thi ching la cic duomg phan gidc trong ciia
AABC,.
¢) Gia sir (T) va (T,) la hai tam gidc noi li€p dudmg trdn (O), déng thin céc
dinh clia tam gidc (T,) la cic diém chinh giita cia cc cung cia duimg tron
bi chia béi cdc dinh cia tam gidc (T,). Chimg minh rang trong hinh luc gidc
1a giao cla cdc tam gidc (T,) va (T,) cic dudmg chéo néi cdc dinh d6i nhau
song song véi cdc canh cia tam gidc (T)) va déng quy tai mot diém.

Giai i
a) (H.192a) Ta chimg minh AA, L BB,. That vay. £oi M la giao diém cia
AA, va B|\C,, khidé6 :




III1.

15.

16.

— l — — — —— —

= ABB, +A,AB+ BCC, = % (ABC + CAB+ BCA ) = 90° (dpcm).

Chimg minh tuong tu, ta ciing c6 BB, L A,C,; CC, LA,B,.

b) (H.192b) Goi M, la giao diém cia BB, va A
AC.Tacéd

B l.ﬂ.:%{sdﬁ B+A,C)
= BCA+A,C,C (1) G
Lai cé
BMyA =~ (sd ACB+B,C)
2 A
e !
= A+Bl ]C (2} Hinh 1982b

——

Bsi vi BM;A = BM;A = 90°, nén tir (1) va (2) suy ra A,C,C=B,C,C.

Tic 1a CC, chita dutmg phén gidc cia géc A,C,B, .

Chimg minh tuong tu, ta cling thu duge A A, chita dudmg phéin gidc cha géc
BjA|C,, BB, chira dudng phén gidc cua goc A B,C;.

¢) Ki hiéu cic dinh cla tam giic (T;) 1a A, B va C; A, B, va C, 1 diém
chinh gitta cdc cung BC. CA va AB wong timg. Khi dé (T,) la 1am gidc
A B,C,. Cic dudmg AA,, BB,,CC, chira cic duomg phan gidc cua tam gidc
(T,) nén chiing déng quy tai diém I. Gia st K la giao diém ctia AB va B,C,.
Ta chi cén chimg minh rang IK // AC.

Thét vay, ta thdy tam gidc AB,I can 1ai B, nén tam gidc AKI cén tai K. Tir
d6 KIA = KAI = IAC, din dén IK // AC (dpem).

BAI TAP

Doc theo canh ciia mot tam gidc déu 1a lan mot dudng tron c6 bin kinh bing
dudng cao clia tam gidc. Chimg minh ring s6 do clia cung dinh trén dudmg
tron bdi cic canh cla tam gidc bang 60°.

Gia sir A, B va C 1a ba diém thudc dudmg trdn (O) sao cho 1iép wyén 1ai A

‘cia dudmg tron cdt tia BC 1ai D. Tia phan gidc cua BAC cat dudmg tron tai

M, tia phan gidc cia ADC cit AM tai I. Chimg minh ring AM L DL
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Trén dudng tron tam O bédn kinh R ta ké ba day cung lién 1iép bang nhau
AB, BC va CD (méi day c6 do dai nho hon R). Goi | la giao diém cha AB va
CD. Cac uép tuyén cua dudmg tron tai B va D cat nhau ai K.

a) Chimg minh ring BIC = BKD.

b) Chimg 16 ring BC la tia phan gidc cua géc KBD.

Cho tam gidc ABC noi ti¢p dudmg tron tam O. Cac dudémg phin gidc trong

cua tam gidc ke wr A, B, C cit nhau tai | va cit dudmg tron (O) theo thit ur tai
D.EvaF.

a) Chimg minh ring CI L ED.

b) Goi M la giao diém cia AC va DE. Chimg minh ring IM // BC.

¢) Goi K 1a diém d6i ximg véi I qua D. Chimg 16 ring K 12 tam dutmg tron
bang tiép cia tam giic ABC.

Cho tam gidc can ABC (AB = AC) noi 1i¢p dudmg trdn (0). Goi D 1a diém
thuoc cung BC khong chia A, E la giao diém cia BC va AD.

a) Chimg minh ring AEB = ABD .

b) Chimg minh h¢ thic AC? = AD.AE.

¢) Cic két qua ¢ cau a va ciu b ¢6 thay déi khong néu diém D thudc cung
BC chita A ?

Cho dudmg tron tam O va day AB. Trén hai cung AB ta lin luon 14y cdc diém
M vi N. Hai tia AM va NB cit nhau tai C, hai tia AN va MB cét nhau tai D.
Chimg minh ring néu ACN = ADM. thi AB L CD.

Chi d€ 4
CUNG CHUR GOC

KIEN THUC CAN NHO
* Quy tich nhimg diém nhin doan AB ¢6 dinh dudi mot géc khong déi a
(0 < a < 180°) la hai cung chifa géc a vé trén doan AB (quy tich co bin).

¢ Truomg hop dic biét : Quy tich nhimg diém nhin doan AB ¢6 dinh dudi
mot géc vuong la dudmg tron dudmg kinh AB.



IL.

CAC DANG BAI TAP CO BAN

AP DUNG GIAI CAC BAI TOAN VE QUY TiCH
VA DUNG HINH

PHUONG PHAP GIAI

Khdi niém cung chita gée gidp ching ta giai duge nhiéu bii todn quy tich,
dung hinh, chimg minh nhiéu diém ciing thuéc mot duong tron.

vibpu

Vi du 1. Cho tam gidc cin ABC (AB = AC) vi D la mot diém trén canh BC.
Ké DM song song vii AB (M thuoc AC), DN song song véi AC (N thudc
AB). Goi D' Ia diém d6i ximg cia D qua MN. Tim quy tich diém D' khi
diém D di dong trén canh BC.

A
Gidi
Phdn thudn (H.193). Tir gia thiét d¢ ra ta
thiy NB = ND = ND', do dé ba diém B, D, -
D' ném trén duomg tron 1am N. Tir d6 o
BD'D = %5&1‘(: @
Lai ¢6 BND=DMC=BAC. nén tir (1) &
vit (2) suy ra BD'C = BAC (khong dcii?_._'_v'i Dmnh -

BC ¢6 dinh, D' nhin BC dudi mot goc BAC

khong ddi. D' khdc phia v6i D (tic 1a ciing phia v6i A so véi MN) nén D'
ndm trén cung chita géc BAC vé trén doan BC (mot phin cla dudmg tron
ngoai Li¢p tam gidc ABC).

Phdn dao. Ban doc tu giai.

Két luan. Quy tich cua diém D' la cung chia géc BAC vé trén doan BC. Do
chinh Ta cung BAC ciia dudmg tron ngoai Lip tam gide ABC,

Ltcu y : Quy trinh dé gidi mot bai todn quy tich nhue sau :

DE tim qu¥ tich cde diém M thod mdn mét tinh chat (T) nao dé ta tién hanh
cdc b

* Phen thudan: Chi ra moi diém cé tinh chdt (T) déu thuge hinh (H).
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* Phdn ddo : Chimg td rdng moi diém thude hinh (H) déu c6 tinh chdt (T).
* Két lugn - Quy tich cde diém M ¢6 tinh chdt (T) la hinh (H).
Chut ¥ rdng rong mét 6 bai todn, sau phdn thudn, writde phdn ddo ta c6 thé
thém phan gici han quy tich.
Vi du 2. Cho dudmg tron (O) va day cung BC ¢6 dinh. Goi A la diém di dong
trén Cl.ll'lg_]il:'l} BC cila dudng tron (O) (A khdc B, A khic C). Tia phan gidc
cla goc ACB cét dutmg tron (O) tai diém D khic diém C. LAy diém I thuéc
doan CD sao cho DI = DB. Dudmg thang BI cit duémg tron (O) tai diém K
khéc diém B.
a) Chimg minh ring tam gidc KAC can.
b) Chimg minh dudmg thing Al luén di qua mot diém J c6 dinh.
¢) Trén tia déi cia tia AB ldy diém M sao cho AM = AC. Tim quy tich cdc
diém M khi A di dong trén cung 16n BC ciia duimg tron (O).

Gidi (H.194)
a) Tacé Iﬁﬁ=%(sdﬁ 4 wAT{)

MﬁB=%(MBHD +sdKC)

VisdBD =sdDA va ADBI can tai D
nén sdKC = sd AK. Suy ra AK = CK
hay AKAC cin tai K (dpcm).

b) Tir két qua cau a, 1a thay I la tam
dudng tron noi ti€p AABC nén dudng
thing Al ludn di qua diém J (diém chinh
gilta ciia cung BC khong chita A). R3 rang J [a diém c6 dinh,

Hinh 194

c) Phdn thugn. Do AAMC cén tai A, nén BﬁC=%B_EhC. Gia sir s6 do

BAC 1a 2a (khong déi) thi khi A di dong trén cung Ion BC thi M thuoc
cung chifa géc a dung trén doan BC vé phia diém O.

Phdn ddao. Tiép wyén Bx véi duémg tron (O) cit cung chia géc o Vvé trén
doan BC tai diém X. Léy diém M bat ki tréen Cx (mot phdn ciia cung chita



g6c @ va vé trén doan BC (M # X vi M # C). Néu MB cit dudmg tron (O) tai
A thi 16 rang A thuéc cung lén BC cia dudmg tron (O).

Vi BAC =2a, AMC=a suyra A AMC can tai A hay AC = AM.

Két luan. Quy tich cac diém M la cung Cx, mot phin clia cung chira géc «
vé trén doan BC vé phia O trir hai diém C va X,

Vi du 3. Cho truée diém A trén dudmg thing d va hai diém C, D thuéc hai nira
mat phing d6i nhau, bird. Hay dung mot diém B trén d sao cho ACB = ADB.

Gidi (H.195)
* Phan tich : Gia sir dung duoc diém B trén d

e C,
sao cho ACB=ADB. Goi D' 1a diém déi ximg
cua D qua d. D
Khi d6 ADB=AD'B, viy ACB=AD'B. d
A

Suy ra C va D' cing nam trén mét cung chita
g6c dung trén doan AB. Tir d6 1a thdy B la giao
diém cta d véi dudng trdn ngoai ti€p AACD'. Hinh 195

* Cdch dumg. Dymg diém D' 12 diém d6i ximg clia D qua dudmg thing d.
Dung duong tron ngoai ti€p tam gidc ACD'

Dung giao diém B clia dudmg thing d véi duémg tron (ACD).

* Cluimg minh. R0 rang vai cich dung trén, ta cé ."J.EB =AD'B= .‘i-f)-]-}

* Bién ludn. Néu ba diém A, C, D khong thing hang, hoic néu ba diém nay
thing hang nhumg CD khong vuong géc véi d thi bai todn c6 mét nghiém
hinh.

+ Néu ba diém A, C, D thing hang va d 12 dudmg trung truc cia doan CD thi
bai todn c6 vo s6 nghiém hinh.

+ Néu ba diém A, C, D thang hang, d L CD nhung d khong phai la duomg
trung tryc ciia CD thi bai todn khong c6 nghiém hinh.

Luu y : Khdi niém cung cluta géc dicoc dp dung dé chimg minh nhiéu diém
cting thudc mor duong trom. Vi du dé chimg minh bén diém A, B, C, D ciing
ndm trén mot diemg trom, ta cé thé climg minh hai diém A va B ciing nhin
CD duéi hai géc bang nhau. Néi cdach khde, néu mor ut gide cé hai dinh ké
nhau ciing nhin canh chita hai dinh con lai dicn hai géc bdang nhau thi bon
dinh cua ut gidc dé cing thuéc mot duomg trén.
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Vi du 4. Gia sir AD la dudmg phin gidc trong géc A cua tam gnac ABC

(D thuoc doan BC). Trén AD ldy hai diém M vi N sao cho ABN =CBM.
BM ciit dudmg tron ngoai tiép tam gidgc ACM tai diém thir hai E va CN cit
dudmg trdn ngoai ti€p tam gidc ABM 1ai diém thit hai F.
a) Chimg minh rang bon diém B, C, E, F ciing ndm trén mot dudmg tron.
b) Chimg minh ba diém A, E, F thing hang.
¢) Chimg minh BCF = ACM, tir d6 suy ra ACN = BCM.
Gidi (H.196) F
a) Tacéd
BFC = BAN (ciing chén cung BN );
BEC = CAN (cing chin CcM ), ma E
BAN =CAN , suy ra BFC =BEC.
Tir d6 bon diém B, C, E, F cing nam B D (o
trén mot dudmg tron (dpem). Hinh 196

b) Tir két qui trén, ta ¢6 CFE = NFA . Do d hai tia FA va FE triing nhau
nghia la ba diém A, E, F thing hﬁng (dpcm)

c] Vi BCF = BEF vi dn ACM = BEF nén BEF = .‘\C\‘I Tir d6 suy ra
ACM = BCF , diin dén ACN = BCM (dpcm).

BAI TAP

Cho nira dudmg tron tam O dudmg kinh BC = 2R. A la diém di dong trén nira
dudng tron d6. Goi D va E theo thit tu 1a trung diém ctia cdc ddy AC v AB.
Tim quy tich céc giao diém M clia BD va CE.

Cho nira dudng tron (O) dutmg kinh AB va mot diém C di dong trén nira

dudng trdn. Vé tam gidc déu ACD véi D thudc nira mat phaing b&s AC khong
chiia B. Tim quy tich trung diém M ciia doan CD.

Cho dutmg tron tam O bén kinh R va day cung AB = Rv"i. C Ia diém di
dong trén cung nhé AB. VE dudmg tron tdm C ti€p xic véi AB. Tir A va B ké
cdc ti€p tuyén (khic AB) véi dudmg tron tAm C, chiing cét nhau tai M. Tim
quy tich céc diém M.

Dung tam gidc ABC, biét ring :
a) BC = 3cm, BAC =50°, do dai duong trung tuyén AM béng 3cm.

b) BAC=50°, bén kinh dudng tron ngoai tiép tam gidc bing 2,5cm, bin
kinh dutmg tron noi ti€p tam gidc bang lcm.



25. Cho bon diém A, B, C, D theo thif tv ciing ndm trén dudmg tron (O) sao cho
AC vudng géc BD tai H (H khic O). Goi M va N lan luot la chan céc duong
vudng géc ké tir H xudng cic dudmg thing AB va BC, P va Q lan lugt 13 giao
diém cla dudng thing MH va NH véi céc dudmg thing CD va DA.

a) Chimg minh rang PQ // AC.
b) Chimg minh bon diém M, N, P, Q cling nim trén mot dudmg tron.

26. Cho tam gidc ABC, goi D va E theo thi ty la cdc 1iép diém cla duémg tron
tam O néi ti€p tam gidc v6i cic canh AB va AC, H 1a giao diém cia dudmg
thing BO va dudmg thing DE.

a) Chimg minh rang bén diém O, E, H, C ciing nam trén mot dudmg tron.

b) Ching 16 ring duimg phan gidc trong cila géc ABC , dudmg trung binh
cuia tam gidc ABC song song véi canh AB va dudmg thing DE déng quy.

Chi J& 5
TU GIAC NOI TIEP VA DUONG TRON NGORI TIEP

A. KIEN THUC CAN NHO

e Ta di biét mot 1t gidc noi tiép c6 bon dinh ciing
nim trén mot dudmg tron. Trong mot ur giac noi tép,
téng s6 do hai géc d6i dién bing 180°. Déo lai, néu
mat 1 gidc ¢6 16ng s6 do hai géc d6i dién bing 180°
thi ur gidc d6 nodi tiép duge trong mot dutmg tron.
o Tir nhimg ki€n thitc co ban trén ta ¢6 thé nit ra cic
hé qua sau :
a) Géc ngoai tai mot dinh cua i gidc noi 1iép bing géc trong tai dinh d6i
dién. Déo lai, nfu géc ngoai & mot dinh cla ur gidc bing géc trong & dinh
doi dién thi uf gidc d6 noi ti€p duoe trong mot dudmg tron.

ABCD noi ti€p < BAD = DCx (H.197).
b) Hinh thang ndi ti€p dugc trong mdt duémg tron khi va chi khi né la hinh
thang cén,

Hinh 197
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* Cich nhan bi€t mot ur gidc noi 1iép.

1) Dua vao dinh nghia ur giic noi tiép.

2) Chimg minh ¢ gidc d6 c6 hai gic doi bu nhau (hodc ur gidc dé c6 mot
géc bang goc ngoai tai dinh déi dién).

3) Dua vao khéi niém cung chifa goc : Ti gidc c6 hai dinh lién tiép nhin
doan thing n6i hai dinh con lai dudi hai géc bang nhau thi uf gidc dé noi
tié€p duce trong mot dudmg tron.

CAC DANG BAI TAP CO BAN

Dang 1.
CHUNG MINH TU GIAC NOI TIEP

PHUONG PHAP GIAI

1. Cho 1 gide ABCD. Néu A +C =B+ D =90° thi 1 gidc ABCD néi tiép.
2. Dua va cic hé qua, ciich nhan bi¢t dé giai quyét bai todn.

vibu

Vi du 1. Cho tam gidc ABC c6 ba géc nhon noi tiép dutmg tron (O) véi true
tam la H. Gia sir M 1a mot diém trén cung BC khong chita A (M khic B, M
khdc C). Goi N, P theo thir w Ia diém d6i ximg ciia M qua cic duimg thing
AB, AC.

a) Chimg minh uf gidc AHCP noi tiép.

b) Chimg minh ba diém N, H. P thing hang.

¢) Tim vi tri cia M d¢ d6 dai doan NP 1ém nhat.
Gidi (H.198)

a) Goi 1 la giao diém cua CH va AB,
K 14 giao diém cia AH va BC.

Ta thay IBK + AHC = 180°, (1)
Mat khéc IBK = APC. 2)

Tir (1) va (2) ta thay uf gidgc AHCP noi
tiép (dpcm).

b) Do ur gisfc AHCP noi tép nén
AHP = ACP (ctng chin AP).




C6 ACP = ACM (tinh chat d6i ximg).

Suy ra AHP = ACM. (3)
Tlu'lgul ta chwing minh duoc ni gise AHBN ndi tiép, nén AHN = ABN (cung
chéan AP)

C6 ABN = ABM (tinh chat d6i ximg).

Suy ra AHN = ABM. (4)
Dé thay ni gidc ABMC noi tiép, nén ACM + ABM = 180°. (5)

Thay (3), (4) vao (5), ta dugc AHP + AHN = 180°,
Vay ba diém N, H, P thing hing. (Ppcm)
¢) Tir MAN =2 BAM, MAP = 2MAC, suy ra
NAP = 2(BAM + MAC) = 2BAC (khong déi).
Ta ¢6 NP = 2AP.sin BAC = 2AM.sinBAC . Do d6 NP 16n nhat khi vi chi
khi AM I6n nhat, lic d6 AM la dudmg kinh clia duémg tron (O).
Viay NP Ién nhat khi va chi khi M la diém d6i ximg ctia A qua O.
Vi du 2. Cho tam gidc can ABC (AB = AC, A < 90°), dudmg cao BD. Goi
M, N, I theo thit ty la trung diém cia céc A
doan BC, BM va BD. Tia NI cit canh AC
tai K. Chimg minh ring :
a) Cic ui gidc ABMD, ABNK noi tiép. X

b) BC? = %cn.cx.

Gidi (H.199)
a) Do tam gidc ABC cin tai A nén
AM LBM. Lai ¢c6 BDLAD, do d6 ur P " C
gidc ABMD noi ti€p dudmg tron dudmg N M
kinh AB. Hinh 199

Mat khdc NI 14 duimg trung b binh cua tam gidc BMD nén NI // MD. Do dé
KNC = DMC Hcm nita DMC = KAB (tinh chét uf gidc ndi ti€ép ABMD).
Suy ra KNC = KAB (1).

Tir day ta thay ur gidc ABNK noi tiép (dpecm).
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b) Tacé NKC = ABC (ti gidc ABNK ndi tiép).
BC CA
Két hop v6i (1) tacé A ABC «» ANKC = —= = S8
Lol L CK NC
Mat khic, dé thay NC = iiﬁc.d,od-s BC? = ;BC.NC= gca.cx (dpem).

Vi du 3. Cho tam gidc nhon
ABC (AB < AC), hai dutmg
cao BD va CE cit nhau tai H
(D thuéc canh AC, E thuéc
canh AB). Goi I la trung
diém cia BC. Puimg tron
ngoai ti€p ABEI va dudng
tron ngoai tép ACDI cit M
nhau tai K (K khac I).
a) Chimg minh ring BDK = CEK.
b) Duimg thing DE cét BC tai M. Chimg minh ba diém M, H, K thing hang.
¢) Chimg minh ring ti gidgc BKMD noi tiép.

Gidi (H.200)
a) Vi R+ﬁ+&+E?D+ﬁl+ﬁD:54U°. maB+EKI=C+IKD = 180°,
nén A +EKD = 180°. Suy ra tif gidc AEKD néi tiép.
Mat khdc, ur gisc AEHD ndi tiép. Vay nam diém A, E, H, K, D ciing nim
trén dubmg tron duémg kinh AH, dén dén BDK =CEK (dperm).

b) Ta cé ﬁ:ﬁm=ﬁ suy ra AKE = ABC.

Tird6 AKE +EKI =180°, nghia la ba diém A, K, I thing hang.
Lai c6 IKC = IDC = ICD, IKC = KAC + ACK, ICD = iCK + KCD.
Vay tir gisfc MEKC noi tiép.
Tit gidc MEKC noi ti€p nén MEC = MKC .

= MKI =90°,

Do A, E. H, K. D nim trén duimg tron duomg kinh AH, nén HKA = 90°.
Vay K, H, M thing hang.

YB-PP i TV HH



¢) Do tif gidc DEHK noi tiép, nén HEK = HDK. ()
Tir gide MEKC noi tiép nén KEC = KMC. ()
Tir (1) va (2) suy ra KMB = HDK , hay ti gidc MBKD ndi ti€p (dpem).

Luu y : Sit dung kién thitc cia tam gide ddng dang ta thdy : Néu hai cdt
tuyén AB va CD ciia mot dicomg tron cdt nhau tai M thi MAMB = MC .MD
(xem H.201a, H.201b).

C c
Hinh 201a Hinh 201b

Dio lai, ta ciing chimg minh dugc : Néu hai duémg thing AB va CD cét nhau
tai diém M sao cho MA.MB = MC.MD thi bén diém A, B, C, D ciing nim
trén mot dudmg tron. Day ciing 1a mot cdch nhan biét mot ui gide noi tiép.

Vi du 4. Cho hinh thang vuéng ABCD {.3; =D=90° ). Goi E 1a trung diém
clia AD. Ké AH vuong géc véi BE, DI vuong géc véi CE, K la giao diém
cua AH va DI A

a) Chimg minh riing ui gidgc BHIC noi tiép.
b) Chimg minh ring EK L BC.
Gidi (H.202) E

a) Sir dung h¢ thirc lugng cho cdc tam gidc
vuong AEB va BEC, ta thay
EA? = EH.EB. (1) D c

ED? = ELEC. @) U
Lai vi EA = ED (gt), nén tir (1) va (2) 1a suy ra EH.EB = ELEC.
Din dén it gidc BHIC noi tiép duge mdt dudmg tron (dpem).
b) Gia sir F 1a giao diém cta EK va BC.
Tir cAu a) wr gide BHIC noi tiép nén EHI = BCI. (1)
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Mat khic, do t¥ gidc EHKI noi tiép (EHK = EIK =90° ) nén EHI = EKL. (2)
Tir (1) va (2) suy ra BCI=EKI, hay tit gidc FKIC noi tiép, din 16i
EFC - Iﬁé =180°, -

Theo gia thiét KIC =90°, suy ra KFC =90°.

Nghia IAEK 1 BC (dpem).

BAI TAP

Cho tam gidc ABC c6 ba g6c nhon ; AD va CE 1a hai dudmg cao cit nhau tai
H, O la tam dudmg tron ngoai ti€p tam gidc ABC. Goi M la diém d6i ximg
ctia B qua O, 1 la giao diém ctia BM va DE, K Ia giao diém ciia AC va HM.

a) Chimg minh ring cdc ur gidc AEDC va DIMC 1a céc 1 gidc noi ti€p.
b) Chimg minh OK L AC.

¢) Cho s6 do géc AOK bing 60°. Chimg minh tam gidc HBO can.

Cho hinh vuéng ABCD canh a. Trén hai canh AD va CD lin luo ldy cic
diém M v N sao cho MBN = 45°. BM va BN ciit AC theo thit ty tai E va F.
a) Chimg minh céc tf gidc BENC va BFMA noi tiép duoc trong mot duong tron.
b) Chitg 16 MEFN ciing la i gidc noi tiép.

¢) Goi H la giao diém ciia MF va NE, 1 1a giao diém BH va MN, Tinh d¢ dai
doan BI theo a.

Gia su trong td glic 161 ABCD c6 diém M sao cho tif gisic ABMD la hinh
binh hanh va CBM = CDM. Dung hinh binh hanh BMCN.
a) Chimg minh ring ti gidc ABNC néi tiép.

—

b) Chimg minh ring ACD = BCM.

Dang 2.

CHUNG MINH NHIEU BIEM COUNG NAM TREN MOT
PUONG TRON

PHUONG PHAP GIAI
1. Dua vao cich chimg minh tam gidc, 1 gidc noi tiép.

2. Dua vio két qua: Néu IM.IH = IN. IK thi bon diém H, M, N, K ciing nim
trén dudmg tron.



IL.

ViDy
Vi du 1. Cho hinh chit nhat ABCD, 1 la trung diém cta CD, E thu¢c canh

AB. Qua I ké IM vuong géc véi DE, ciat AD tai H. Qua I ké IN vuéng goc
véi CE, cit BC 1ai K. Goi G la giao diém cla EI va HK. Chimg minh rang :

a) Bon diém H, M, N, K ciing nim trén mot dudmg tron.
b) Chimg minh nam diém E, G, N, K, B ciing thu¢c mét dudmg tron.
¢) Nam diém E, G, M, H, A cing thudc mét dudmg tron.

Gidi (H.203) K

a) Sir dung hé thirc lugng cho cic tam gidc Ag E B
vuong IDH va IKC, ta thdy

ID? = IM.IH. () g

IC* = IN.IK. @ | /M
Ma IC = ID nén tir (1) va (2). ta c6 pl— i o

IM.IH = IN.IK. Hinh 203
Suy ra bon diém H, M, N, K ciing ndm trén duémg tron (dpem).
b) Tir két qua cdu a) ta suy ra IMN = IKH. (3)
Lai i ti giéc EMIN noi tiép (do M =N =90°) nén IMN = [EN. (4)

Tix (3) va (4), suy ra IEN = IKH =t gidge EGNK ni tiép.

Tir 46 EGK = ENK =90°. Két hop véi EBK =90° ta thiy nam dién E, G,

N, B, K ciing nim trén dutmg trdn dudmg kinh EK (dpem).

Vi du 2. Cho tam gidc nhon ABC véi A

duimg cao AD. Goi M la diém ddi ximg

clia D qua AB, N la diém d6i ximg cia N

D qua AC, E va F theo thir ty la giao

diém cia MN véi AB va AC. Chimg

minh ring :

a) Nam diém A, F, D, C vd N cing

thudc mot dudmg tron. M

b) Ba duimg AD, BE va CF déng quy. b ¢
Gidi (H.204) e

a) Tir gia thiét 1a cé ADC = ANC (tinh d6i ximg) ma ADC =90° nén
ANC =90°. Tir d6 uf gide ADCN noi tiép (1).
Lai vi D d6i ximg véi M qua AB nén AMF = ADF. Do AAMN  cén tai A,
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suy ra AMF =ANF. Vay ADF=ANF, din dén 1 gidc AFDN noi tiép
(2). Tur (1) va (2) 1a thdy nam diém A, F, D, C va N ciing nim trén mot
duimg tron (dpcm).

b) Tir két qué cau a) ta c6 AFC = ADC (cing chén .T(i‘}. ma ADC =90°
nén AFC =90°, Nhu vay CF L AB. Tuong tu ta ciing ¢6 BE L AC. Ta thdy
AD, BE va CF la ba dudmg cao cia A ABC nén chiing déng quy (dpcm).
BAI TAP

Cho dudmg tron tam O, dudmg kinh AB va dy cung CD vudng goc véi AB
tai diém H. Goi I la diém d6i ximg véi H qua D, K 1z trung diém cia doan
HD. V& day cung EF di qua K. Chimg minh bdn diém E. H, F, | cling nim
trén mot dudmg tron.

Cho dudmg tron (O) va diém A ndm ngoai dudmg tron d6. Ké céc tiép tuyén
AB, AC v6i dumg trdn (O) (B va C Ia céc tiép diém). Goi I 1a giao diém cia
OA va BC. Ké day cung DE ctia duémg tron (O) qual.

a) Chimg minh bén diém A, D, O, E ciing nim trén mot dudmg tron.
b) Chimg minh ring BAD = CAE.

Cho tir gidc ABCD ndi ti€p dudmg tron tam O. Chimg minh ring
AB.CD + BC.AD = AC.BD (Dinh If Pto-16-mé).

Chi € 6
TU GIAC NGORI TIEP VA PUONG TRON NOI TIéP

A. KIEN THUC CO BAN

134

1. Duimg trdn ti€p xiic véi it ci céc canh cua
mot ur gidc dugc goi la dudmg tron noi tiép r
gidc va uf gidc duge goi la ngoai 1i€p duimg tron. -
2. Néu mot ui gidc ngoai 1iép mét dudmg tron
thi 16ng cdc cap canh d6i bing nhau. Pio lai,

néu mot tik gide c6 16ng céc cap canh d6i bang 2

nhau thi & gidc d6 ngoai 1iép mot dudmg tron.

Tia gisc ABCD ngoai tiép dudmg tron (O) A : D
& AB+CD = BC + AD (H.205) HiN 208



B. CAC DANG BAI TAP CO BAN

II.

Dang 1.
CHUNG MINH CAC HE THUC LIEN HE GIUA CAC CANH
CUA TU GIAC NGOAI TIEP

PHUONG PHAP GIAI
Tit gidc ABCD ngoai tiép dung tron (0) <> AB + CD = BC + AD.

viDU

Vi du 1. Cho hinh thang vuong ABCD (A = D =90°) ngoai tiép dudng tron
(O). Tim do dai cdc canh AB vi CD, biét ring OB = 15¢cm va OC = 20cm.

Gidi (H.206)
Xét tam gidc BOC ta c6

6-E‘C+Qa=w=9@°

A B

BC? = OB? + OC? = 15% + 20% = 625.
Do dé BC = 25cm.

suy ra tam gidc BOC vuong tai O. Tir dé !
__.-/

c
Gid sit dudng tron (O) tiép xiic voi BC tai e 2:;
K, ké BH L CD. Ta thay

OK.BC = OB.OC, suy ra OK = % = 1-52—522 =12 (cm).

Xé1 tam gidc vuong BHC, ta c6 HC? = BC - BH’ = V257 -24% =7 (cm).
Dit CD = a, AB = b thi a - b= HC = 7. Vi ABCD ngoai ti€p dudmg cao (O)
néna+ b=BC+ AD =49,

-b=7
Giii he {° ta duoc a = 28, b = 21 (cm).
a+b=49

Vi du 2. Cho u gidc 18i ABCD, cic dudng thing AB va CD cat nhau tai K
(C nim giira D va K) cdc duomg thing BC va AD cdt nhau tai L (C nam gitra
B va L). Chimg minh ring 1 gidc ABCD ngoai ti¢p duge mot dudmg tron khi
vi chi khi thoa man mot trong hai diéu kién sau :

a) BK + BL=DK + DL. (1)

b) CK + AL = AK + CL.
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Gidi
Ta chi chimg minh truémg hop a) con trudmg hop b) duoc suy ra tir a) hoic
chimg minh tuong tu.
Gid st dudng tron noi ti€p wr gidc
ABCD tiép xiic véi cdc canh AB, BC,
CD, DA theo thit v tai E, F, G, H
(H.207).
Tir tinh chat tiép tuyén ta c6 :
BK + BL = (EK-BE) + (BF + FL)
= (KG - BE) + (BF + HL)
=KG+HD + DL
=KG+GD+ DL =DK +DL.

Nguoc lai, gid sit ¢6 (1) ta sé
chimg minh tr gisc ABCD ngoai
ti€p. That vdy, vé dudmg tron (0)
ndi 1i€p AKAD. Gia sir ur gidc
ABCD khong ngoai tiép thi
dutmg tron (0) khong tiép xiic
vai BC (H.208). Gia sir (O) cit
BC (truémg hop BC khong cit (0)
1i luan twong ). A
Tur L ké ti€p tuyén véi duomg tron
(O) cit AK tai B' (B' niim giita B v K).
Tathdy BK +BL = DK + DL (gia thiét)

BK + BL = DK + DL (theo phén trén).
Suyra BK +BL=BK +BL

= BK - BK =BL - BL

= BB = BL - BL (vo Ii).
Viy BC phii tiép xic véi dudmg tron (0), nghia 12 ABCD 1a ¢ gidc ngoai
Liép.

Luu y : Két qud ciia Vi du 2 cho ta thém mot ddu hiéu nhdn biéi mor nt gide
16 la tik gidc ngoai tiép duge mor diomg tron.
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IL.

BAI TAP
Cho hinh thang vuéng ABCD (A =D = 90° ) ngoai tiép dutmg tron (O) bdn
kinh 6cm, canh diy nhé AB = 10cm. Tinh do dai cic doan thing BC va CD.

Cho hinh thang cin ABCD (AB // CD) ngoai ti€p duimg tron (O, r) va
CD = 4AB. Tim do dai cdc doan thing AB va CD.

Dang 2.
CHUNG MINH TU' GIAC NGOAI TIEP

PHUONG PHAP GIAI
1. Dya vao ddu hiéu uf gidc ngoai tiép.
2. Néu i gidc ABCD c¢6 AB + CD = BC + AD thi né ngoai tiép dudmg tron.
vi DU 4
Vi du 1. Cho tam gidc ABC va D la
mot diém bét ki nim trong tam gidc.
Céc duong thing AD, BD, CD cit céc
canh BC, AC, AB theo thit tv 1ai X, Y,
Z. Chimg minh ring néu hai trong ba
i gisc DYAZ, DZBX, DXCY ngoai 2 X ¢
tiép thi u gidc thir ba cling ngoai tiép. Hinh 209
Gidi (H.209)

Gid sit hai i giéc DZBX va DXCY ngoai tiép.
Tir két qua clia Vi du 2 - Dang 1, ta thiy

AB+ CD=BC + AD. (1)

BC + AD=AC + BD. (2)
Tir(1) va (2) suy ra AB + CD = AC + BD.
Do dé tir gidc DY AZ ngoai tiép (dpcm).
Vi du 2. Cho uf gidgc ABCD, cdc dudmg thdng AB va CD cit nhau tai K (C
nim gilta D va K), céc dudmg thing BC va AD cit nhau tai L (C nim giiia B
va L). Qua K va L ké hai dudmg thing chia & gidc ABCD thanh bén 1 gidc
nhé. Ching minh ring néu hai ti gidc nhd khong ¢6 canh chung ma ngoai
ti€p thi uf gidc ABCD ciing ngoai 1iép.
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Gidi (H.210)
C6 hai trutmg hop xay ra:
a) Hai wr gidc AMOQ va
ONCP ngoai tiép.
Khi d6 theo két qua Vi du 2
- Dang 1,tacé
AK +OL=Al+0K. (1)
OK+CL=0OL+CK. (2)

ng (1) va (2) theo V&, 1a

f!::o:.iig - Ci.}= AL + CK, ok
suy ra ufr gidgc ABCD ngoai 1iép.
b) Hai ut gisc MBNO va OPDQ ngoai ti€p, khi dé theo két qua vi du 2 -
dang 1, tacé

BK + BL = BK + OL

OK +OL = DK + DL
Suy ra BK + BL = DK + DI do d6 i gidc ABCD ngoai tiép (dpcm).
Vi du 3. Chimg minh ring néu ur
gidc ABCD ngoai ti€p dudmg tron
tam | thi 1a ¢6 hé thic

B+ M Brcr=ABBC.
DI

A

Gidi (H.211)
Lay diém P ngoai i gidc ABCD sao
cho APAB-AIDC. Khi dé

PAB=IDC=d, PAB=ICD=c,
suy ra PAB=IDC=c.
Suy ra PAI+PBI=a+b+c+d=180°, nén 1 gidgc PAIB noi tiép.
Ap dung dinh 1i P1o-1é-mé cho t gidc noi 1i€p nay, ta c6 :

PA Al

Hinh 211

BLPA + PBAI = PLAB, hay BL —+ PB._ = AB (1)
Mat khic IPA = IBA = b, BPI = BAl =a,PIA = PBA =¢,PAB = PIB=d nén
APIA~&BCI=$—]§=—!—€‘£=PJ-{ )
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37.

Tir (1) va (2) suy ra BI® + PB.IC = AB.BC (3)

Lai vi APBI»AAID nén F2 - 1A 10 ppopr 1A,
Bl ID ID

Thay vao (3) ta duge BI® + %.Bl.a = AB.BC (dpem).

Luu y : Ldp ludn neomg ne ra cling co hé rthire CcrP+ %.B!.CI =CD.CB.

BAI TAP
Cho ur gidc ngoai ti€p ABCD. Chimg minh ring dudng trén noi 1iép cdc tam
gidc ABC va ACD tiép xiic v6i nhau tai mot diém nim trén dudng chéo AC,
Cho ti gidc ngoai ti€p ABCD. Qua C ké dutmg thing song song vdi AD cit
dudmg thing AB tai P. Qua A ké dudmg thing song song véi BC cit duimg
thing CD tai Q. Chimg minh ring tif gidc APCQ ngoai ti€p.
Cho hinh thang can ABCD noi ti€p trong duémg tron (O,. r) va ngoai 1iép
dudmg trdn (O, ). Goi d = 0,0,. Chimg minh bét ding thic

L. @

* R:-g4%
Ding thirc xay ra khi nao ?

Cho ge 7
PO DAI DUONG TRON VA PO DAI CUNG TRON
KIEN THUC CAN NHG

L. Cong thirc tinh dé dai duomg tron
L. Ti s6 gilta o dai dudmg tron va dudmg kinh cia né la mdt s6 khong doi,
nghia la nhu nhau cho moi duomg tron.

Nguti ta ki hiéu s6 khong ddi 4y bing chir n (doc 1a pi). Nhu vay

iznzlldt—.
2R

2. Do dai C cia mot dudmg tron ban kinh R 1a C = 2nR hay C = nd véi d Ia
dudmg kinh clia dutmg tron,
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I1. Cong thite tinh do dai cung tron
1. Dudmg tron bén kinh R (ing véi cung 360°) ¢6
do dai la 2nR.
2. Méi cung 1° bén kinh R c6 d6 dai la

2R _ R

360 180
3. Mot cung n° ban kinh R ¢6 ¢ dai la:

nRn Hinh 212

= =— (H212).
AB " T80 | ;

CAC DANG BAI TAP CO BAN

Dang1
TINH PO DAI PUONG TRON, CUNG TRON
HOAC CAC PAI LUONG LIEN QUAN

PHUGNG PHAP GIAI
1. Xdc dinh cong thic.
2.TimR,n,d.
3. Thay gid tri va tinh.
Vi DU
Vidu 1.
a) Tinh d6 dai cung 60° clia mot dudmg tron c6 bén kinh 2dm.
b) Tinh chu vi vanh xe dap c6 dutmg kinh 650mm.
: Gidi
a) Ap dung cong thic L =1;% & R = 2dm, n = 60° thi

- “‘2';’0 ~2.09 (dm)

L

b) Chu vi cia vanh xe dap la
C=nd =3,14.650=2041 (mm).

Vi du 2. Bénh xe cia mot rong roc ¢6 chu vi 1a 540mm. Day curoa bao banh
xe theo cung AB c6 do dai 200mm (H.213). Tinh s6 do géc AOB.



Gidi (H.213)

) Rn 2nRn
Ap dung cong thitc L— =0 _ . A B
PESIR.CMS AB 180 360
Véi 21R = 540 va L;E:ZUO.n“:.ﬁ.
Taduge : 200 = 208 oy w133, 0
Hinh 213

Vay AOB=sd AB = 133°.

Vi du 3. Tinh bdn kinh cia mot dutmg tron biét do dai cung 30° ciia né
1 Im.

Gidi
Ap dung cong thic L = % véi L = Im, n" = 30°.

Ta duge L = it

@R*-—En 1,91 (m).
180 n

Vi du 4. Tinh do dai dudng tron ngoai tiép
a) Mot tam gidc déu c6 canh la 6¢cm.
b) Mot uf gide déu c6 canh la dcm.
¢) Mot luc gidc déu c6 canh la 4cm.
Gidi
a) Canh a ctia tam gidc déu tinh theo bin kinh dudmg tron ngoai tiép la :
6

5 =243 (cm).

a=RY3, véia=6(cm)thiR =

Viy do dai cia dudmg tron ngoai tiép la :
C=2aR =2n.2V3 =4n3 (cm).

b) Canh a cta wr gigc déu (hinh vuong) tinh theo bin kinh dudmg tron ngoai

tiép la :

9.

=2V2 (cm).
7 =22 em)

a=RY3, véia=4cm thiR =

Vay do dai dudmg tron ngoai ti€p la :

C=2aR =21.2V2 = 4n2 (cm).
¢) Canh cua luc gidgc déu bing bdn kinh R cla duémg tron ngoai tiép.
Vi R = 4em thi do dai dudmg tron ngoai tiép la :

C=2nR =2n.4 = 8n (cm)
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Vidu 5.

a) Xich dao 12 mot dudmg tron cia Tréi D4t c6 do dai khoang 40.000km. Hoi
ban kinh cla tréi dit bing bao nhiéu.

b) Biét ring méi kinh tuyén la mot nira duémg tron 16n cia Trai Dat, c6 do
dai khoang 20.000km. Vi do clia Ha Noi 13 20°01". Tinh d6 dai cung kinh
tuyén tir Ha Noi dén Xich Dao.
Gidi
a) Goi R 1a bén kinh trdi dat thi
2nR = 40000
20.000
n
b) (H.214)
Cung 180° img véi 20.000km.

Cung 20°01" img v6i | km

& R=

=6369 (km).

Ta ¢6 ti 1& thic
ﬂ - 20000 _ ;. 2224(km).
20— |
60 Hinh 214

Viy do dai cung kinh tuyén tir Ha Noi dén Xich Dao dai khoang 2224km.
BAI TAP

Néu céch tinh do6 dai cung n° clia hinh quat tron bén kinh R.

Puémg kinh banh xe cia mot xe dap la 73cm.

a) Bdnh xe dé quay bao nhiéu vong khi xe di dugc mét doan dutmg 8km ?
b) Xe di dugc bao nhiéu kilomét n€u banh xe quay 1000 vong ?

Néu duémg kinh clia mot dudmg tron tang £ don vi thi chu vi cla né tang
T

thém bao nhiéu ?

Tinh d6 dai dudmg tron ngoai UEp :

a) Mot tam gidc vudng c6 hai canh géc vuong la 6¢cm, 8cm.
b) Mot tam gidc vuong can cé canh géc vuong 1a 4em.

¢) Mot tam gidc can ¢6 goc & dinh 1a 120° va ddy 12 6cm.

Mot tam gidc déu va mot i gide déu cé ciing chu vi la 36cm. Hoi do dai
dudng tron ngoai ti€p hinh nao lén hon ? Lén hon bao nhiéu ?



II.

Dang 2
TINH PO DAI CUA CUNG TRON
DO CAC CUNG CHAP NGI THANH

PHUONG PHAP

L. Tinh d6 dai méi cung theo ban kinh ciia dudmg trdn tao ra cung do.
2. Lay 1dng d6 dai cdc cung thanh phén.

MOT SO Vi DU

Vidu 1. Cho ba diém A, B, C thing
hang sao cho B nim gida A va C.
Chimg minh ring d¢ dai cua nira
dudng tron dudmg kinh AC bing
tdng cdc do dai clia hai nita dudng 2
tron dudmg kinh AB va BC.

Gidi
Goi C;, Cy, C; ldn luot 1a do dai cila cdc nira dudng tron dudng kinh AC, AB
vaBCthiC, =n, AC; C, = n AB va C, = nBC.
Ma G+Cy=n(AB+BC)=n. AC=C,.
ViyC, =G+ G,
Vi du 2. Cho (O, OM). Vé (0") duomg kinh OM. Mot ban kinh OA ctia (0)
cét (0') & B. Chimg minh MA va MB c6 do dai bing nhau.

Giai (H.216)

Trén (O") dat A‘Sﬁ =a thi BO'M = 2a
(vi géc noi 1i€p bang nira géc & tAm cing
chan mot cung).
Suyrasdm =a,sd MB = 2a.

B C
Hinh 215

m.OM.2
Dod6 I— = ) (D
MA  180°
"LT‘B - n.OM.2a ” n.OM.a @
180°.2 180°
Tir (1) va (2) suy ra MA va MB ¢6 do Hinh 216
dai bing nhau.
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Vi du 3. Xem hinh 217 va so sénh do dai cua cung
AmB véi d6 dai dudmg gdp khic AOB.

Giai
Goi bédn kinh cta hinh quat 12 R thi
_ _mR.I20 2R
AmB 180 3
Do dai dutmg gdp khniic AOB gém hai doan OA, OB
nénd =0A + OB =2R.

Vin=3,14>3 = g::»l:fZR%::ZR.

Viay fm >d.

Hinh 217

BAI TAP
Hay so sénh d6 dai ba duimg cong a, b, ¢ trong hinh 218a va 218b.

a) Hinh 218 b)



Chude 8
DIEN TICH HINH TRON, DIEN TiCH HINH QUAT

KIEN THOC CAN NHO

Cong thirc tinh dién tich hinh trén
Dién tich S cia mot hinh tron ban kinh R (H.219)
dugc tinh theo cong thifc
S=nR%.
Cach tinh dién tich hinh quat tron (H.220)
1. Hinh tron ban kinh R (img véi cung 360°) c6 dién
tich 1a § = aR%.
2. Dién tich mot hinh quat 1° ban kinh R c6 dién

2
tich la n_R_
360

Hinh 219

3. Dién tich mot hinh quat n° bén kinh R c6 dién
tich 1a

B 2R%n
= 360 -
Viét lai thanh
aRn R R Hinh 220

= x—=L,.—.
T W02 "2
Viy cong thiic tinh dién tich quat tron 1a

2
oL hay S, = Lq,%.

Sq =

Dién tich hinh vién phan - Dién tich hinh
vanh khan
1. Hinh vién phén (phdn 16 den) la phén hinh tron
giGi han bdi mot cung AmB va day cang cung
AB ¢6 dién tich dugce tinh bdi cong thirc

Svp= Sqa0B ~S0AB-

Hinh 221
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2. Hinh vanh khan (phdn 16 den) la phdn hinh tron

nam gilla hai dudmg trdn déng tam c6 dién tich
dugc tinh bai cong thic ‘

Svanh khan = ® (R,? - RyD).

CAC DANG BAI TAP CO BAN

Hinh 222

Dang1
TINH DIEN TiCH HINH TRON, QUAT TRON

PHUONG PHAP GIAI
1. Xidc dinh cong thiic.

2.TimR,n" 1.
3. Thay s6 va tinh.

Vi DU

Vi du 1. Tinh di¢n tich céc hinh tron noi B 1 C
1i€p ngoai tiép mot hinh vuong c6 canh 1 45
4cm vi néu nhan xét vé két qua tim duce. r
Giai
Trén (H.223) ké Ol L BC thi Ol = r I 0 §
bén kinh hinh trdn noi ti€p hinh vuong
suy ra Ol la dudmg trung binh clia tam
gidc BCD nén

4
r=—=2(cm).
2
Vay dién tich hinh tron noi ti€p hinh e
vuong la
S, =nR*=n2%=4n (cm?)
Dién tich hinh tron ngoai tiép hinh vuong la
$;=nR=n.(2v2)? =8r (cm?)
Ta thdy S, = 25, nén c6 nhin xét : di¢n tich hinh tron ngoai ti€p mot hinh
vuong gdp hai ldn di¢n tich hinh tron noi tiép hinh vuong dé.

1OB-PP g TV HH



Vi du 2. Tinh dién tich cdc hinh tron néi tiép, ngoai tiép mot tam giac déu
¢6 canh la 3cm va néu nhan xét vé két qua tim duoc.

Giai

B
Trén (H.224) ké dudng cao AH. Vi tam giic ABC
déu nén truc tam, trong tdm, 1Am vong tron ngoai
ti€p trung vai O la tdm dudmg tron ngoai tiép.
Dod6 R=0A= EAH. r=0H= *I—AH+
3 3 A H &
Vi AH d6i dién vdi goc 60° trong tam gide ABH ~— ~om
vuong tai H ¢6 canh huyén AB = 3cm nén Hiek 224
sin60°= A2 o AN =3.5in60° = 3£ (cm).
AB
sy R=22. 5 SEC

Dién tich hinh trdon ngoai tiép tam gidc déu la :

S, = aR?= ft.{\ﬁ ) 1-3n {cmzl.
Dién tich hinh tron noi ti€p tam gidc déu la :

S = nr = n-(?)z = %ﬂ‘ (em?).
Ta thdy S, = 4S5, nén c6 nhan xét trong mét tam gidc déu dién tich hinh tron
ngoai ti€p gip bdn ldn dién tich hinh trdn ndi tiép cia nd.
Vi du 3. Tinh dién tich hinh tron trong méi truéng hop sau :
a) Chu vi ctia hinh tron la C.
b) Chu vi cla hinh trdn bing nghich dao bén kinh cua né.

Gidi

2
a) Goi bédn kinh ctia hinh tron laR thiC=2nR nén R = ZEMc:R (EC)
n

Viy dién tich cta hinh tron dé6 la
2 2 2
S=nR’= n[-c-—) = o = N (don vi dién tich).
2n 4;';2 4n
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45.

47.
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HVIC=20R= - o RZ=)
R 2x
Vay dién tich clia hinh tron nay 1a :
s=aR?=n =1 @m vi dién tich).
2 2
Vi du 4. Tinh dién tich hinh quat trdn ¢6 bén kinh 6¢m, s6 do cung 1a 36°.
Gidi

2
Ap dung cong thic S, = ";D“

vii R =6ecm, n= 36

2
BEN Abn el

Ta ¢ Sy =
BAI TAP
Néu cdch tinh dién tich hinh quat tron bén kinh R, cung n°.

Tinh dién tich hinh tron bén kinh 4cm va cic hinh quat tron c6 géc & tam

30° va 150° ciia hinh tron dé.

Mot thiét dién cit ngang clia moét than cay c¢6 chu vi do duge 154cm. Tinh
dién tich thi€t dién dé6 (coi nhu hinh tron).

O vudm quéc gia Ciic Phuong (tinh Ninh Binh) ¢6 Cay Cho ngan ném twéi
thn 10 dén mikc 8 ngudi 6m méi xué. Hay tinh thiét dién ngang clia than cy
(co1 nhu hinh tron va méi sai tay khoang 1,5m).

Cho mot hinh tron va mot hinh vuéng c6 ciing chu vi, hinh nao ¢6 dién tich
I6n hon ?

Dang 2
TINH DIEN TiCH HINH VIEN PHAN, HINH VANH KHAN
VA NHUNG HINH KHAC LIEN QUAN PEN CUNG TRON

PHUONG PHAP GIAI

1. Ding tinh cong dién tich : Néu mot hinh H duoe chia thanh hai hinh H,
vi H, khong 6 diém trong chung Sy = Sy, + Sy

2. Xic dinh cong thiic.

3. Tim R, n, thay s6 rdi tinh.



IL.

Vi DY

Vi du 1. Hay tinh dién tich hinh vién phin AmB A

biét géc & tim AOB=60° va bén kinh dudng

tron la 5,1cm. < m
Gidi (H.225)

Ap dung cong thic S = Squat AmB ~ SoAB-

u.5‘12.60 _ 5, Izn
360 ] . Hinh 225

to

Ma Squat AmB =

Tam gidc OAB c6 OA = OB = 5,1cm va géc xen giita 2 canh bang 60°nén ¢6 :
5143

Soikn = %.S.Iz.sinﬁﬁ" =—43. NenS=5,1% (%-?) ~2,35 (em?).

Vi du 2. Trén (H.226)
a) Tinh dién tich S cia hinh vanh khén theo R, va R,
(gia st R; > R,).
b) Tinh S khi R, = 10,5cm, R, = 7,8cm.
Gidi

a)Tacé S=n(R} -R3).
b) Khi R} =10,5cm; Ry =7,8cmthi

S=n(10,5" - 7,8%) ~155,1 (cm?).

Vi du 3. Trén (H.227) biét dién tich mién 16 den la 86¢cm’. Tinh dién tich
hinh tron.

1©

Gidi (H.227)

Tacé  Syinhwon = Shv— Sgach soc = Snv— 86.
Goi d6 dai canh hinh vuéng Ia 2a (cm’) thi

Spy=(20) 2 = 4a%,
Khi d6 bén kinh hinh tron ndi tiép hinh vudng 1a a
VA Syioh ron = T8
Do d6 ma® = 4a°-86 <> 86 = a’(4 — 1) ~ 0,86a".
Suyraa’ =100. Hinh 227

VA)' S‘ﬁ‘l‘lh wdn = ﬂ'ﬂz = 100n (sz}.
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Vi du 4. Cho tam gidc ABC ndi ti€p nira dudmg tron dudmg kinh BC. VEé ra
phia ngoai cia tam gidc cdc nira dudmg tron dudng kinh AB va AC. Chimg
minh rang téng dién tich hai hinh trang khuyét gidi han bdi ba nira tron bing
Sasc (hinh trang khuyét Hy-po-crit).
Gidi (H.228)
Vi tam giic ABC ndi 1iép nira duimg
tron duong kinh BC nén né vudng tai
A. Dat BC =2a, CA = 2b, CB = 2c thi

S, = % 2b.2¢ = Zbe.

* - B 2ﬂ C
Dién tich ba nira hinh tron duéng kinh Hinh 228

AB, AC va BC ldn luot 1a

1 2 1 > ¥ 5
=—nc", 8 ==nb", S, = —ma“
S znc 3 2*rr it

Nén téng dién tich hai hinh tring khuyét la
stl +52+53“S4=2tm+ Elﬂ{bz"'cz“ﬂz):zk =SA3C'

(do b® + ¢ = a’ theo hé thirc Py-1a-go).

Vi du 5. Cho dudng tron ¢6 duémg kinh AB. Trén doan AB 14y hai diém C
vi D sao cho AC = CD = DB. V& vé mot phia ciia AB hai nira dudmg tron
dutmg kinh AC va AD. Vé vé phia bén kia ctia AB hai nira dudmg tron duimg
kinh CB, DB. So sinh dién tich phén t6 den (H.229) va dién tich méi phin
con lai caa hinh tron.

Gidi (H.229)

Dit AC = CD = DB = 2a thi AB = 6a. Dién tich nira hinh trén dutmg kinh
AB la

ad
5, =~ n(30) 2n 2
2
Di¢n tich nita hinh tron duimg kinh AC = DB = 2a 13 S, = EI nal.
Dién tich nita hinh tron duimg kinh AD = CB = 4a 14 S, = —; n(2a)? = 2na’.
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49.

51.

Dién tich hinh tron dudng kinh AB la
S=mn(3a) 2 = 9na’,
Nén dién tich mbi phéin con lai cua
hinh tron bing :
S;+8;-5=
2

Ina’
=_§_+Pa_.nzmaz

= i!rta2 = lS.
3

Dién tich phén 16 den bing :
2

§-25=—8.
3°°3

Hinh 229

Vay dién tich mdi phén bing -;-

dién tich hinh tron duémg kinh AB.

BAI TAP

Hay xem biéu d6 hinh quat biéu dién x€p loai hoc
Ivc hoc sinh cha mot trudmg THCS theo ba loai :
gioi, khd, trung binh (H.230).

Hay tra 101 cfic cau hoi sau : Hinh 230

Khd

a) Co6 phai % s6 hoc sinh x&p loai hoc lyc gioi khong ?

b) C6 phai 13 s6 hoc sinh x€p loai hoc lyc khd khong 7

¢) S6 hoc sinh x€p loai hoc luc trung binh chiém bao nhiéu phén tram ?

d) Tinh s6 hoc sinh méi loai, biét 16ng 58 hoc sinh la 900 em.

Ngudi ta mudn may mot chiéc khan dé phi mot chiéc ban tron dudmg kinh
76cm sao cho khan ri xudng khoi mép ban (khan c6 dang hinh tron). Hiy
tinh dién tich vai céin c6 dé lam khan (khong ké vién, mép. phin thira) phin
dién tich vii ra xuéng khoi mép ba.

Cho hai dudmg tron déng tam tao thanh mot hinh vanh khan. Biét ring duong
1rdn nhé c6 bén kinh 1a 4cm va hinh vanh khan cé dién tich 1a 20rem’. Tim
dutmg kinh cua dudmg tron ldn.
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Trong hinh 231, ACB 12 mdt cung cila mét dudng tron,
CD 1a doan thing niim trén dung trung truc clia day AB.
Biét AB = 6, CD = 9. Tinh dién tich ciia ci hinh tron.

VGi nhimg kién thic da hoc, c6 thé tinh duoc dién tich
nhiing hinh 1 den dui day (H.232a, b, c, d) hay khong ?

Cin biét nhimg di¥ kién nao déi véi méi hinh ?
Hinh 231

b) d)

Hinh 232

LY GIAI - HUONG DAN - DhP 56
CHU Pf1
(H.233) Goi C 1A giao diém ciia OM vé6i dudmg A
tron (O) thi do OM = 2R, OC =R nén C Ia trung

diém cia MO xé1 tam gidc vudng OAM véi AC I M
trung tuyén, ta thay

AC=%MO=0C=0A.
= Hinh 233
Tir d6 tam gidc ACO déu, suy ra AOC = 60°.
Viy AOB =2A0C = 120°. D
(H.234) Dat OBC=O'BD =, "‘
Xét céc tam gide can BOC va BO'D. A
Ta thdy BOC = 180° - 2a, ‘!’}
BO'D = 180°- 2a. ’
Do dé BOC = BO'D. T



(H.235) Néi OB thi BO 1a tia phan
gidc ciia géc DBF . Tir d6

OBF =70°: 2 = 35°,
Xét tam gidc vuong OFB ¢6
BOF = 90° -35° = 55°.

Tir d6 DOF =2BOF =110°, suyrasd B
DF = 110°.

Xét twong ty, do C=50°nén EOF = 130°, suy ra’
sdEF = 130°:
sd DE = 360° —110° —130° = 120°,

(H.236)
1

a)TacﬁOE:%BC.OF:EBD. A B
Vi ﬁ «:Ef) nén
BC < BD =5 OE < OF.
b) Ro rang thiy AE > AF, OE < OF.
(H.237)
a) N6i AO do OA = OB = OE nén AAEB vubng tai
A, nghia 1a AB L AE. Tir gia thi€t CD L AB,suyra G
AE // CD.
Tirdé AC =DE va AC = DE (dpem).
b) Ap dung dinh 1i Py-ta-go, ta thdy
1A2 +1C? = AC? = DE%. ay £
1B’ + ID? = BD”. @ D
Tir (1) va (2) suy ra
IA? + IB? + IC? + ID? = DE® + BD? = BE’ = 4R (dpcm).
(H.238)
a) Ta thay CD 1 AK, FB L AK suy ra CD // FB.

Hinh 236

Hinh 237
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Tir 86 CF = DB (hai cung bi chin gia hai ddy K ¢
song song). (1)

b) Vi li do déi ximg nén BC = BE. )

Tu(l)va(2)suyra H
nghia la BF = DE . (3)

¢) Ro rang tir (3), 1a ¢6 BF = DE (dpcm). Hinh 238

F,

CHU PE 2

(H.239) R6 rang bon diém A, P, M, Q Y,
ndm trén dudmg tron dudmg kinh AM. Do A
d6 QMA =QPA (ciing chin AQ).

Cac tam gm: PAK va MAQ vubng, suy ra
PAK = MAQ

(H.240)

a) Ta thdy bon diém B, A", H, C ciing nim 4
trén dudng tron dudng kinh BH nén Hinh 239
CAH=CBH.

Bon diém C, A, H, B cing ndm trén dudng
tron duomg kinh CH nén B'CH=BAH.

Mat khdc C'BH - B'CH (goc cbd canh tuong
img vudng goc) (dpcm).

b) Gid sir K 1 giao diém cia CD véi dudmg
tron (O). T gidgc BHAK la hinh binh hanh nén
AH=BK (1)

Tam giéc vuong KBC c6 BKC = BAC = 60°
nén BK = %KC:DA(Z}

Hinh 240

Tir (1) va (2) suy ra AH = OA, nghia la tam gidc AOH can tai A.



10.

11

(H.241)
a) Xét hai tam gidc AEB va ACD ¢6
Bﬁ = [S-K‘C (gn).
AEB = ACB'= ACD.
Suy ra A AEB»AACD (g.g), din dén
:—g = :—g . hay AB.AC = AD. AE.

b) Xét A EAB va A EBD ¢6
ET.D:EFFC=EI‘C=BFR_E

Hinh 241

EA EB 2
¢ AEAB«AEBD (g.g). Su —=—, .EA = ;
nén (g.2). Suy ra e hay ED.EA = EB

(H.242) a) Nam diém A, B, E, D, F nim trén dudmg tron duémg kinh BD.

b) Trén dudmg tron duimg kinh BD ¢6 DE = DF, nén FAD = EAD.
Suy ra Al la phan gidc trong coa

IF AF
AFAK,dod6 — = —, 1
0 K" AK (1 F
Lai vi AAFK«»ABEK nén
AF BE BF
AK BK BK @
B M C
IF BF
Tu(l)va(2),tathud —_—=—. Hinh 242
(1) va (2) u le BK

¢) Tacé AFB = AEB = 180° - 130° = 50°,

Mat khic AFB = ADB = ACB + DBC = MAC + DAF = NAF .
Tirdé ANB = AFB + NAF = 50° + 50° = 100°.

(H.243) a) Qua A ké ti€p tuyén chung
xy ctia hai dudmg tron (O) va (O).
Tacé EFA = ADC - EF // CD.

b) Ké dutmg kinh BG clia dutmg tron
(0). TA ¢6 BG L EF.

Tir d6 GE=GF, suy ra AG la tia
phin gidc cua goc EAF. Lai thay
CM =DM nén AM la tia phan gidc
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13,

156

ciia géc CAD. Ta lai c6 EAF va CAD ddi dinh nén G. A, M thing hang.
Do BAG =90° nén EEE{=90°+

(H.244)

a) Xem 1 gidi cha Vidu 4 — Chi dé 3. 3

b) Ta cé E
ATh = IBE + /B )
ABI = IBD + DBA

Lai c6 Iﬁ=[ﬁ=ﬁﬂi{cﬂngchin [;fi). C

Suy ra .QE:Fm,djntdiﬁh[Bcan lai A. Hinh 244

Do d6 AB = Al Két hop véi AB= AC,tacé AB= AC= Al

c) Do tam gidc AIC can tai A nén AIC=DCI+DCA. Ta lai c6
AIC=ICE+IEC ma IEC = DCA (géc noi ti€p va géc 1ao bdi tia tiép tuyén
vai day cung).

Suy ra DCI = ICE . Vay CI Ia tia phan gidc cita géc DCE.

(H.245)

a) V& day cung BD // AC, né6i DA cit
duomg tron (O) tai K, thi cdt tuyén AKD
li cét tuyén thod man dé bai.

b) Xét hai tam gidc BCI va CKI, ta c¢6
BIC chung,

17;'61=%ch< (g6c giita tiép

tuyén va day cung CK ),
—

IBC = 2 sdCK (g6c noi tiép chin cung CK ).

Suy ra KCI = IBC.

Bl CI
Vay ABCI»ACKI = — =— hay IC’ = IK.IB.

ClI KI
c) Véi diéu kién BAC =60°. Mat khic BDC =BCA = 60° (géc ndi tiép v
géc 120 boi tia tiép tuyén v6i diy cung), suy ra ABDC déu. Tir d6 ur gidc
ABDC Ia hinh thoi, din dén ADLBC. Két hop véi D Ia trung diém cung BC
ta thdy AD di qua diém O (dpcm).



14.

15.

16.

(H.246)

K¢ BH L MN (H € MN),
BK L CD (K € CD).

Tir gia thiét ta c6 BH = BK.
Xét hai tam giic vuong KCB va
HMB c6 BH = BK,

KCB=ACB=AMB=HMB (hai
g6c noi i€p cing chin cung AB clia
dudmg tron (0)).

Do d6 AKCB = A HMN, din dén BC = BM.

Lai ¢c6 ABCD«>’ABMN (g.g), suy ra Ry = S =],
CD BC
Do vay MN = CD (dpcm).
CHU b£ 3

(H.247) Ki hi¢u s6 do clia cung bj chén béi céc canh cia
tam gidc trén dudmg tron 1a a.

Xét cung duge chan bdi cdc phén kéo dai cla cdc canh
trén dutmg tron va ki hiéu s6 do géc cia né la f.

B C
Hinh 247

Khidﬁ% (a + P) = BAC = 60°.

Nhung @ = 8, béi vi cic cung dé d6i ximg véi nhau qua

dutmg thing di qua tm duémg tron va song song véi BC. Do d6 a = § = 60°.
(H.248) Gia sir N la giao diém clia AM
va BC. Ta cé

AND =1 (sdAC + sd BM)
(s/d.cﬁ +stT‘[)

B = =

sd ACM. (1

Hinh 248
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Mat khéc NAD = %sdA-EhM (géc tao bai tia tiép tuyén va day cung).  (2)

Tir (1) va (2) suy ra AND = NAD, hay ADAN cén tai D.

Tir dé DI L AM (dpem).
(H.249)

a) Ta c6 ﬁfi:=%{sdnmn~sd&>. (1
ﬁﬁ):% (sd BAD -sd BCD ) =% (sdBA +sdAmD - sd BC - sdCD)
=%(sdh'r_nb— sdBC). @
Tir (1) va (2) suy ra BIC = BKD.
b) Ta thay EEC=%5¢!EZ (géc tao bai tia u€p
tuyén va diy cung).
Lai thiy c‘ﬁb%mé’ﬁ. mk sdBC = sdCD

nén KBC =CBD, hay BC la tia phian gidc cua
KBD (dpcm).
a) Goi H 1a giao diém cia CF va DE (H.250).

Tacé Eﬁf}=%{sdc‘-—ﬁ +sdl:Tﬁj

b | =

(sdCD + sdFA +sd AE)

-

(sdBC +sdAB +sd AC)

o

g

=90° = CI L ED.

4
b) Ta cd

BID =(%sdﬁ) +sdAE)
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iBD = %sdD?E = 3 (6dDC +4CE).

Ma BD = DC, AE =CE.nén BID = IBD .. Suy ra DB = DI = DC. Tam gidc
DIC cén tai D ¢6 DE L CI (theo céu a} nén DE la ducmg trung truc cua doan
IC. Tir d6 AMIC cén 1ai M, din dén MIC = MCl = ICB Do d6 IM // BC.

¢) Tam gidc CIK ¢6 CD = DI = DK, nén ACIK vuong tai C. Do CI la tia
phan gidc clia géc ACB, suy ra CK la tia phan gidc ngoai cia ACB . Diém K
1a giao diém cia tia phan gidc clia géc BAC va tia phan gidc ngodi cla géc
ACB nén n6 la tam dudmg tron bang tiép img véi dinh A clia AABC.

Luu y : Tir kél qud cdu ¢ ta c6 ménh dé sau : Ducmg tron ngoai tiép AABC

chia doan thdng néi tdm diiémg tron noi tiép va tim diomg tron bang tiép
thanh hai phdn bdng nhau.

(H.251) A
a) Tacé
AEB =%{sdAB +5dCD)
= -% (sd AC +sdCD)
=L aAcD
2
= ABD.
b) Tir cdu a, 1a thay A AEB«»AABD (g.g) din dén
AR AR AR = ACT w ADAB.
AB AD

¢) Khi D thugc cung BC chira A thi cdc két ludn & cau a va cdu b vin ding.

Chii y ring trong truimg hop nay thi géc AEB la géc c¢6 dinh nim ¢ bén
ngodi dudmg tron.

(H.252) Cic géc ACN vd ADM déu la nhimg géc ¢6 dinh ndm ngoai
dudmg tron (0). Do d6

mﬁ:%(sdﬁ-mﬁ'ﬁ). (1)

sdﬁ'ﬁzh%(sdm-sdﬁﬁ). )
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22.

Vi ACN = ADM nen tir (1) va (2), 1a c6 c
sdAN - sdBM =sdAM + sd BM.
Suy ra

o o
sd AMB =sd ANB = il

31800. A In

Viy AB la dudng kinh cia dudmg tron

(0). Lai vi AMB=ANB=90° nén N
B Ia tryc tam A ACD.

Tir d6 AB L CD (dpem). Hinh 252

CHU pf 4

Két qua : Quy tich cdc giao
diém M cua BD va CE la
nia dubmg ron tdm O bén D M/ C E

kinh E
3

(H.253)

* Phdn thudn. Gia st E 1a

giao diém clia duomg thing A . B
CD véi nita dudmg tron (O). 0

Tir gia thi€ét AACD déu ta Fink 200

thdy ACE = 120° nén sd BE = 60°. Vi th€ E Ia diém c6 dinh. Lai vi M Ia
trung diém ciia CD, ma AACD déu nén AM LCD hay AME = 90°. Tir d6 M
nim trén dudmg tron dudmg kinh AE.

Lwu y ring khi C tring A thi M tring A, khi C tring B thi M triing véi E.
Vay M chi ndm trén nita dudmg tron duémg kinh AE.

* Phdn ddo. Lay diém M bat ki trén nira dudng trdn dudng kinh AE. Dutmg
thing EM ciit nira dudng tron (0) 1ai C. V& tam gidc déu ACD, trong d6 D
thuéc nita mét phing b AC khong chiia B. Khi d6 do sd BE =60° nén ta
thiy ngay ABE = 60°, din dén ACE = 120°.

Suy ra ACD+ACE =60° +120° = 180° nén bon diém D, M, C, E thing

hang. RS ring MD = MC (vi trong tam gidc déu ACD dudmg cao AH ciing la
duong trung tuyén).
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25.

PEA-Y i 19 HH

* Két ludn. Quy tich trung diém M ciia CD |a nira dudmg trdn dudmg kinh
AE nam trén nira mat phéng b AE khong chifa B.

(Ban doc tu vé hinh)

* Phdn thugn. T gia thiét AB = RvV3 suy ra sd ACB=120° Tir dé
ACB =120°, Tir ﬁ??fi;=90“+%'E din dén AMB =60°. Viy diém M

nam trén cung chifa géc 60° vé trén doan AB & nira mat phing by AB chira
cung nho AB.

* Phdn ddo. Lay diém M bt ki trén cung chita géc 60° vé trén doan AB &
nita mat phing bis AB chita cung nho AB. Vé dubng tron tam C noi tiép A
MAB. Ta cén chimg minh C thudc cung nhé AB cla dudmg tron (O). That

viy, do ACB=90°+ s

=120°, suy ra diém C thudc cung chira géc

120° v& trén doan AB. Do d6 C thuéc cung nhd AB ciia duimg tron (O).

* Két lugn. Quy tich clia diém M la cung chia gée 60° v trén doan thing
AB thudc nira mat phing b AB c6 chita cung nhod AB ctia dudmg tron (O).

a) Hudng din : Diém A thuoc cung chita géc S0° vé trén doan BC va A
thudc dudmg tron tam M bén kinh R = 3cm (M la trung diém BC).
b) Dung duémg tron (O ; 2,5¢cm).

* Dyng day cung BC cila dudng tron (O) sao cho BOC = 100°.

* Dung cung chifa géc 115° vé trén doan BC.

* Dung duémg thing d song song vdi BC cich BC lcm, cit cung chira goc
115% i 1.

* Dumg dudmg tron (I, 1em).

* Dumg ddy cung BA clia dudmg tron (O) tiép xic vai dudmg tron (1),

* N6i AC, tam gidc ABC la tam gidc cin dung.
(H.254)

a) Ta cé m:@:@:tﬁb suy ra

tam gidc QHA cin tai Q. Tir d6 dé dang suy ra
QH = QA = QD nghia 1a Q A trung diém cia
doan AD.

Chimg minh tuong tu ta ciing thdy P la trung
diém cia doan CD. Vay PQ // AC.

b) Do bon diém B, M, H, N cing nam trén

dutmg tron dutmg kinh BH nén CBH = NMH .
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Mat khic @=EQ=EN=C§I.

Suy ra NQP = NMH = NMP, din dén bon diém M. N, P, Q ciing ndm trén
mot dudmg tron (dpem).

(H.255) a) Ta thdy bon diém A, D, O,
E ciing n&m trén dudmg lrbn duimg

— — A

kinh OA nén EAO =EDO = ;

Trong d6 ABDH c6
Eﬁn:mun_mo_s'ﬁ‘o_g
=90°_A;'B=%_ Hinh 255

-

Mat khdc ED=%.tird6 OHE = ECO. din dén bén diém O, E, H, C ciing

nam trén mot dudmg tron (dpcm).
b) Theo két qua ciu a, ta c6 OEC = OHC = 90°, hay BH 1L CH.

Go: M la a trung diém cla BC. kl'u dé6 tam guir.: BHM cdn tai M, suy ra
HBM = MHB mit khic HBM HBA nén HBA = MBH .

Tird6 HM // AB.
Tém lai : Puimg trung binh cla tam gidc ABC (song song véi canh AB),
dudng phan gidc trong cia ABC va DE déng quy tai diém H (dpcm).

CHUBE5
(H.256)
a) Vi AEC = ADC =90° nén i giéc AEDC noi 1iép.
Theo trén, t& gisc AEDC noi tiép nén BAC = BDI (ciing bis véi EDC ).
Mit khéc BAC = BMC (cung chén BC) suy ra BDI = BMC, din dén
gidc DIMC noi tiép (dpem).
b) Tir gia thi¢t BM la dudmg kinh, ta c6 MA L AB.
lai c6 CH L AB, suy ra AM J/ CH. (1)

TER-PP g TV HH
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Tiép theo, do CM L BC. AD 1 BC nén AH // CM. (2)
Tir (1), (2) ta thiy W gidc AHCM 1a hinh
binh hanh. Tir d6 K 1a trung diém ciia AC.

Suy ra OK L AC (dpcm). -
¢) Xét tam gidc vuong AKO ¢6 AOK = 60°,
suy ra OAK =30°, din dén
OK =+ OA = ~0B. 3 \ E
2 2
Lai do OK la dudng trung binh clia tam gidc B I;I
BHM nén OK = —;— BH. (4)
Hinh 256
Tir (3) va (4) suy ra BH = OB, nghia 14 tam
gidc BHO cién tai B (dpcm).
(H.257)
a) Ta thiy EBN=ECN=45°= 1 gidc B ¢
BENC noi tiép. E
FBM = FAM = 45° = it gidc BEMA noi iép. N
b) Tir két qua cdu a, nr guic BCNE noi tiép f
nén BCN + BEN =180°. Ma BCN = 90°
= BEN =90°, hay MEN = 90°,
Tuong tv ta cing chimg minh dugc i M B
MEN =90° Hinh 257

Do do6 uf giac MEFN noi tiép dudmg tron duémg kinh MN (dpem).
¢) Tirciu b, ta thdy H la truc tdm tam gidgc BMN. Tir dé BI L MN.
?fit hai tam giaii vudng BCN va Bii‘f_cid BN chung, BNC = BEC (cung chéin
BC BC), BEC =BNI (cing bd véi FEM) nén

BNC = BNI. Vi thé ABCN = A BIN (gc8)
dint1é Bl=BC=a.

(H.258)
a] Vi ur gtac BMCN la hinh binh hanh nén
BCN = CBM (so le trong).
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Lai theo gia thiét CBM = CDM, suy ra BCN = CDM. (1)
Tac6 CN //BM, BM // AD nén CN // AD, nghia la 1 gide ADCN la hinh
binh hanh, dén dén AN // CD, ma AB // DM, suy ra BAN = MDC (géc cé
canh tuong img song song). (2)
Tir (1) va (2) ¢6 BCN = BAN , suy ra tif gidc ABNC néi tiép (dpem).

b) Ta CELE:C_E‘I = CBN (s0 le trong). Lai vi t gide ABNC noi tiép nen
CBN =CAN (cung chin NC ). Mat khdc CAN = ACD (so le trong).
Do d6 BCM = ACD (dpem).

(H.259) C

bat HK = KD = x, khi dé DI = 2x, KC = 3x.
Ta thdy bon diém E, D, F, C cung nim trén
dudng tron (O) nén KE. KF = KD. KC (1) ALH B

Mat khic KD.KC = x.3x = 3x°
KH. KI = x. 3x = 3x". E

Suy ra KD. KC = KH. KI (2) Tir (1) va (2) suy
ra KE. KF = KH. KI

Do dé bén diém E, H, F, I cing nim trén mét i
dudmg tron (dpem).

(H.260) a) Do bdn diém B, D, C. E ciing ndm trén dudmg tron (O) nén
ID. IE = IB. IC = IB~. (m

.5..p dung hé thirc lugng cho tam
gidc vuong ABO véi Bl 1a 3 E
dudmg cao, ta ¢

1B’ = IAIO. @
Tir (1) va (2) ta thu ducc

ID.IE = IA.IO.
Chimg 16 bon diém A, D, O, E Hinh 260 C
cling nam trén mot dudmg tron.
b) Tir cau a) ta thay ODE = OAE (cing chin OE), OED = OAD (cing
chdn OD).

Ma AODE can tai O nén ODE = OED . Do d6 OAE = OAD. (3)

Hinh 259
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Chii ¥ riing AO Ia tia phan gidc ciia goc BAC tir (3) ta suy ra BAE = CAD. (4)
Tir (4) dé dang suy ra BAD =CAE (dpem).

Luu y: Két qua bai todn khong thay déi, néu ta hodn déi vi tri hai diém D vi
E trén dutng tron (0).

(H.261)

Khong mit tinh 18ng qudt, gid sit ACD > ACB.

Qua C ké tia Cx sao cho x?[jl:EB.

Goi E la giao diém cta Cx vai BD.

B C

Ta thiy AABC ~ A DEC (g.g) suy ra 3B 2 AC

ED CD' 4 b
hay AB.CD = AC.ED. (1)

Mat khic AACD«»ABCE (Vi BCE = ACD, L
m=€d§hﬁ.suym%g-=%.hayﬁc.h[)=ﬁc.£ﬂ. @

Tir (1) va (2) suy ra AB.CD + BC.AD = AC (EB + ED) = AC.BD (dpcm).

CHU Pt 6

Ban doc ty vé hinh.
Ké BE L CD (E € CD). Tacé BE = AD = 12cm.
biat BC = a, CE = b, Do tr gidc ABCD ngoai ti€p duimg tron (O) nén

AB+CD=AD+BC < 10+10+b=12+a & a-b=8. (l)
Tir dinh i Py-ta-go cho tam gidc vuéng BEC, ta cé

BE’ = BC’- CE?, hay a’-b’ = 144, (2)
a-b=8

7 .2 tim duge BC = 13¢m, CD = 15¢m.
a‘-b* =144

Giai hé¢ phuong trinh {

(H.262)

Goi H, I, K theo thit ty 12 tiép diém cia dudmg tron (O) vdi cdc canh AD,
AB,CD. Dt Al = AH =a, DH = DK =b.

Sur dung hé thic luong cho tam gidc vuong AOD, ta cé
OH’ = HA.HD
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Hinh 262
Hay ¢’ = a.da, suyraa= —;-.Ti:rdd dé

dang suy ra AB=rva CD =4r.

(H.263)

Gia sir dutmg tron noi tiép AABC tiép
xiic véi canh AC tai diém E, dudmg tron
ndi ti€p tam gidc ACD ti€p xiic véi canh
AC tai diém F.

Ta sé ching minh E tring F. That vay, 2

tacé 2AE=AB+ AC - BC
2AF = AD + AC-CD, nén

| B
a
H
b (7]
D K-'I C

Hinh 263

2|AE - AF| = [(AB+AC-BC)-(AD+AC-CD)|

=|(AB+CD)-(AD+BC)| (1)

Vi ABCD Ia tif gidc ngoai tiép, nén AB + CD = AD + BC.

Do d6 tir (1) ta suy ra

|AE-AF| = 0 & AE = AF,
nghia la E tring F (dpcm).
(H.264) Nhan thdy, néu ABCD la hinh
thang thi két qua ding hién nhién. Gia sir
ur gidc ABCD khong c6 hai canh ndo
song song.
Xét truimg hop AB > CD va BC > AD.
Kéo dai cac canh d6i cha hai ur giic

P4
-



37.

ABCD via APCQ cit nhau tai E, F, K (H). Vi ABCD la uf gidc ngoai ti€p nén
theo két qua vi du 6.2 tacé

CF+CK=AF + AK < AE +CK =CE + AK.

(do 1t gisgc AECF la hinh binh hianh). Do d6 theo két qua vi du 2 - chii dé 6,
1a suy ra uf gidc APCQ ngoai ti¢p dugc mot dudmg tron.

(H.265)

Tir gia thiét ta suy ra O}, O, ndm trén truc
ddi ximg MN cua hinh thang can ABCD (M
1a trung diém ctia AB, N la trung diém cta
CD). Vi

A

BAO, +CDO, = %{Bﬁé‘.&) =90°

D ¢
. AM _MO,
a AAMO, »» AO,ND —»
= 22T 0,N T ND
Suy ra AM.DN = O,M. O,N = . Sir dung P

dinh li Py-ta-go cho céc tam gidc vuong AMO, va DNO, ta ¢
2R? = AO,? + 0,D* = AM? + MO, + DN? + NO,*
=AM2+DN? + (r+d) 2 + (r - d)?
> 2AM.DN + 2 (r’ +d) = 4% + 2d°.
T L
Dau ding thifc xay ra khi va chi khi AM = DN, hay AB = CD, tic 1a ABCD
1a hinh vuéng (lic nay d = 0,0, =0).

Do d6 R* - d* 2 2 ,suy ra — l
r?

CHU PE7

Muén tinh d6 dai cung n° cua hinh quat tron bdn kinh R ngudi ta 1ap luan
theo ba budc sau :
Bitie | : D6 dai cung 360° cha hinh quat ban kinh R chinh la chu vi duong
tron C = 2nR.
2nR _ nR
1 -
Butéc 2 - Do dai cung 1° ctia hinh quat tron bén kinh R 1a 360 180
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Butirc 3 : D6 dai cung n° clia hinh quat tron bén kinh R 1a —?Sg

Puimg kinh binh xe dap la 73c¢m thi chu vi clia bénh xe d6 1a :
C=nd=73n(cm) ~299cm.
a) Bénh xe quay mot vong xe di duoc doan dudmg 229cm.

Bénh xe quay x vong xe di duoc doan dudmg 8km
800.000 103
Tacéx = 29 34935-2—9 (vong).
b) Néu bdnh xe quay 1000 vdng thi xe di duoc :
229 x 1000 = 229000 (cm) = 2,29km.
Chu vi mot dudmg trdn duge tinh theo cong thic C = nd (d 1a dudmg kinh cla
dudmg tron).

Néu duimg kinh tang them - don vj thi duomg kinh méi la d + 1 = T9+!
n

n n

Nén dudmg trdn méi ¢ chu vi la C, = M=mﬁl+l=€+l.
n

Vay chu vi tang thém | don vi.
Vi tAm dudmg tron ngoai ti€p mot tam gide vuong 1 trung diém cua canh
huyén nén canh huyén cila tam gigc vuong 1a dudng kinh cta duémg tron
ngoai liép tam gide vudng d6.
a) Mot tam gidc vuong c6 hai canh géc vuong la 6cm, 8cm thi canh huyén 12
10cm. Vay chu vi dudmg tron ngoai Li€p tam gidc vuodng dé 1a :

C=nd = 10n (cm).
b) Mot tam gidc vudng can ¢6 canh géc vuong la A

4cm thi c6 canh huyén 1a 4v2 (cm). Vay chu vi
la

C=nd =472 (cm).
¢) (H.266) Xét tam gidc can ABC c6 géc ddinh la
A = 120° v déy BC = 6cm noi tiép (O, R).
Vi tam gidac ABC cén tai A nén AB = AC suy ra
AB=AC. dodé OA L BC,

Suy ra AO la phian gidc cia goc BAC hay

Hinh 266
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BAO =60° déng thii AO la dudmg trung tuyén nén BH = 3em (H a giao
diém cla AO va BO).
Liic d6 tam gidc AB O 1 tam gidc déu nén R = OA = AB.
Vi BH d6i dién véi géc 60° trong tam gidc ABH vuong tai H nén

sin60° = 2= ¢ AB=—20 . 325 (cm).

AB sin60° V3
2

Viy d6 dai duémg tron ngoai 1iép tam gide ABC la

C=2nR =212V3 =43 (cm).

D6 dai mbi canh cia tam gidc déu lh a = 36 : 3 = 12 (cm). Do dai mdi canh
cia wr gidc déu 1a b = 36 :4 = 9 (cm).

Canh a ciia tam gidc déu tinh theo bén kinh duimg tron ngoai tiép 1a :
a=R,J3 véia=12cmthiR, = T--#Ji(cm}

Nén do dai dudmg tron ngoai tiép tam gidc déu la
C, =2nR = 21.2V3 = 4n\/3 (cm).
Canh b cla ur gidgc déu (hinh vudng) tinh theo bin kinh duémg tron ngoai
tiép la:
b=Ry /3 v8i b=Ocm thi R, = %—%:c )
Nén do dai dudmg tron ngoai tiép i gidc déu la :

G, =2nR,; = 2=. 3-2-@ = 911:\5 (cm).

Lic d6 C,-C, =8xV3 -9nv2 =n(8V3-9V2).

Do 8V3>9v2 nénn (8V3>9¥2)>0 suy ra C; > C,. Viy do dii duimg
tron ngoai 1i€p tam gidc déu 16n hon do dai dudmg trdn ngoai 1i€p ur gidc
déu.

(H.267)

Pudmg cong a 1a nira dudmg tron dudmg Kinh 6ecm nén ¢6 do dai la
a= %n,ﬁ =3r (cm).

BPuimg cong b li ba nira dudmg tron duémg kinh 2cm nén cé do dai la
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b= 3.% .m.2=3n(cm).

Puimg cong ¢ la hai nira dudmg tron
dudmg kinh 3cm nén c6 do dai la :

c= 2.%.11,3 =3 n (cm).

Vay ba dudng cong c6 d6 dai bing |
nhau.
b) (H.268) Duong cong a la nira dudmg
tron dudmg kinh 6¢cm nén c6 do dai la

a= %R.ﬁ = 3n (cm).

Puing cong b gém hai nira dudmg tron
¢ dudmg kinh 1a 2cm, 4cm nén c6 do
dai la:

b= ln.2 i+ —I- n.4 = 3n (cm).
2 2

Duing cong c 1a hai nia dudmg tron 5
dudmg kinh 3cm nén c d6 dai 1a

c= 2.% 2.3 =3n (cm).

Hinh 268

Vay ba duimg cong c6 do dai bing nhau.

?
CHUPE8
Muén tinh dién tich hinh quat tron bdn kinh R, cung n® ngudi ta lap luin
theo ba budc sau :
B | : Hinh quat tron bén kinh R, cung 360° c6 dién tich Ia nR’.

Buée: 2 : Hinh quat tron bin kinh R, cung 1" c6 dién tich 1a S, = ‘:i

Buie 3 : Hinh quat tron bdn kinh R, cung n” ¢6 dién tich 12
nR%n
360

yual =



45.

47.

. 2
Ap dung cong thiic S, n® = JiE

14?30 _ 4n

VGiR=4cmvan®=30%1ac6S . 30°= == (cm?).
S %0 3 ™)
. 42150 20n
Véin = 150° thi (.. == (emd).
Squat 150 160 3 fem’)
Goi bdn kinh ciia thiét dién hinh tron dé 12 R thi chu vi 12

C=2xR=154 & R=13 .9
2n 2

Vay dién tich thiét dién hinh tron d6 13 :
S=nR’=n (;—9)2 ~ 1886,5 (cm”).

2
Ap dung cong thitc S = aR* = %- trong dé d la dudmg kinh cta hinh tron.

Trong dén gian lwu truyén mot quy tic tim dudmg kinh khi biét chu vi
dudmg tron.
"Quan bét, phat tam, t6n ngil, quan nhi", 4p dung quy tic nay ta dugc

d= —5—.3.1.5 = 3,75 (m).
16

~ 11,46 (m?).

2
Vay S= 1:.3.4?5

Goi canh ctia hinh vuong 14 a va bén Kkinh cta hinh tron 1a R. Vi hai hinh ¢6
cing chu vinén tacé:

dJa=2rR< a= %

Tinh dién tich hinh vudng va dién tich hinh tron theo R 1a dugc.

2
%h!:(fili) ",I'[Rz --'z'(I -}&“{&“
ht

Vay dién tich hinh tron 1én hon dién tich hinh vuong.
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Ban eo hiét ¥

» Céc Finh ¢b chu vi bing nhau aoi 13 céc ninn ding chu.

» Dinh i déng chu

1. Trong tat cA céc hinh phéng cé chu vi bing nhau thi hinh trdn ¢ dién tich Ién
nhat.

2. Trong tét cA céc hinh phing co dién tich bang nhau thi hinh trdn co chu vi
nhé nhit.

49. Téng s6 hoc sinh duge bidu dién b mot hinh quat trén c6 goc 180°,
Hinh quat tron biéu dién s6 hoc sinh x&p loai hoc luc trung binh ¢6 géc 30°.
Hinh quat tron biéu dién s6 hoc sinh x&p loai hoc luc gioi c6 gée 90°.
Hinh quat tron biéu dién s6 hoc sinh xép loai hoc luc kha cé géc 1a
180°- (30°+ 90") = 60°.

a) Ti 1& hoc sinh xé€p loai hoc luc gioi so vdi hoe sinh todn trudmg la :
90 |

180 2°
Viy a) c6 cau tra 1 1a co.

b) Ti 1¢ hoc sinh x&p loai hoc lue khd so véi hoc sinh todn truémg 14
L.
180 3

Viay b) ¢6 cdu tra lai la c6.

c) Ti 1¢ phén tram hoc sinh xép loai hoc luc trung binh la :

LA =0,1667 = 16,67%
180

d) S6 hoc sinh gioi la : 9{]0% = 450 (hoc sinh).
S5 hoc sinh khd 1 : 900% = 300 (hoc sinh).

S6 hoc sinh trung binh 14 : 900% = 150 (hoc sinh).

50. Goi R, la bin kfnh cua chiéc ban tron thi R = 38cm.
R; la bin kinh cha chiéc khan trai ban thi R, = 48cm.
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51.

52.

Viy dién tich vai cdn c6 d€ 1am khan 13
S=nR,’ = n 48” = 2304x (cm?).

Phén dién tich vai ri khoi mép ban la dién tich hinh vanh khan c6 dién tich

lA:S,-8, =7 (R," - R,%) = n (48-38) (48 + 38) = 860 (cm?).

Goi bin kinh cia dudmg tron I6m 1a R thi duomg kinh cia né lad = 2R.

Dién tich clia hinh vanh khan tao béi 2 dudmg tron dé la :
S=mn(R*-4%)=20n ©R?=6" =R =6(cm) (viR >0).

Vay dudmg kinh cla dudng tron 16n 1a : d = 12cm.

Vi CD ndm trén dudng trung truc cia diy AB nén CD L AB va

AD:DB:%E}--—-ch.

Goi E la giao diém cta CD véi dudng tron thi CE la dudng kinh. Liic d6 tam
gidc ACE vuong tai A vi tam gidc nay c6 canh CE la duémg kinh cla duong
tron ngoai tiép.
Ap dung hé thiic va dudmg cao h’ = b’ ta duge AD® = DC.DE hay

3’ =9.DE < DE = | (cm).
Suy ra dudmg kinhCE=9 + 1 = 10 (cm).
Vay dién tich cia ca dudmg tron la :

2 102 2
S=xrR"= n(?] = 25n (cm").
Cau tra o 1a cé.
Dai vdi hinh 230a cdn biét 2 dit kién 14 hai ban kinh cta hai hinh tron.
D61 véi hinh 230b cdn biét ba dir kin 1a hai bdn kinh va géc ¢ tam.

D61 véi hai hinh 230¢, 230d thi chi cdn mot dir kién d6 14 do dai canh hinh
vuong.



Chuong 5.

HINH TRU - HINH NON - HINH CAU
Chi ge 1
DIEN TICH XUNG QUANH VA THE TICH HINH TRY

A. KIEN THUC CAN NHO
I.  Hinh tru

B
Hinh 269

Khi quay hinh chit nhat OO'AB mét vong quanh canh OO' ¢6 dinh, ta dugc
mot hinh tru (H.269). Khi d6 :
- 00’ goi la truc cua hinh tru.
— O'A va OB quét nén hai ddy ctia hinh try, 12 hai hinh trén bing nhau nam
trén hai mat phang song song, ¢6 tam la O' va O.
— Canh AB quét nén mat xung quanh cua hinh tru, méi vi tri cia AB duoc
£0i la mot dudmg sinh. Ching han, CD la mot dudmg sinh.
-~ Céc dudng sinh cla hinh tru vudng géc véi hai mat phing diy. Do dai
dudmg sinh 1a chiéu cao ctia hinh tru,

Il. Dién tich xung quanh va dién tich toan phin cda hinh tru
- §,, = 2aRh.
- S, = 2nRh + 2xR? (R 1a ban kinh ddy, h 14 chiéu cao).

ll. Thé tich hinh try
V = 7R*h (R 12 bén kinh ddy, h 1a chiéu cao) = S.h (S 1a dién tich diy).
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IL

CAC DANG BAI TAP CO BAN

Dang1
TINH DIEN TiCH XUNG QUANH - DIEN TiCH TOAN PHAN,
THE TiCH HINH TRU HOAC CAC YEU TG LIEN QUAN

PHUONG PHAP GIAI

1. Xic dinh cong thirc.
2.TimRvah.
3. Thay gid tri va tinh.
vi DU
Vidu 1. Hay tinh :
a) Dién tich xung quanh ctia mot hinh tru ¢6 chu vi dudmg tron ddy la 13cm
vi chiéu cao la 3cm.

b) Thé tich clia hinh tru ¢6 bén kinh hinh tron ddy 14 Smm va chiéu cao la
Smm.

; Giai
a) Ap dung cong thic S, = 2zRh.
Vi chu vi dutmg tron ddy la 13cm = 2nR va chiéu cao 1a h = 3em.
Vay S, = 13.3 =39 (cm?).
b) Ap dung cong thitc V = =R,
ViR = 5mm, h = 8mm. Vay V = n.5°.8 = 200% (mm’).
Vi du 2. Chiéu cao ciia mot hinh tru bing bdn kinh ddy. Dién tich xung

quanh cua hinh try I3 31dem’, Hiy tinh bdn kinh ddy va thé tich hinh tru
(lam tron két qua dén chir s6 thap phan thir hai).
Gidi
Ap dung cong thic S, = 2nRh.
Do R =hva S, = 314cm’ nén ta c6 : 2R’ = 314
314

= =(\50)2 < R =7.07 (cm).

oR¥= ———

Thé tich ctia hinh tru 13 : V = aR* = n(V50)* = 1110.16 (cm?).
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Vi du 3. Cho hinh chit nhat ABCD (AB = 2a, BC = a). Quay hinh chif nhat
dé quanh AB thi duoc hinh tru ¢6 thé tich V, quanh BC thi dugce hinh tru ¢
thé tich V. Hoi V, gdp mdy ldn V.

Gidi
Khi quay hinh chir nhat ABCD quanh AB ta dugc mot hinh tru ¢6 chiéu cao
h, = AB = 2a, ban kinh ddy R, =BC = a,
Thé tich ctia hinh tru d6 13 : V, = na’.2a = 2na’.
Khi quay hinh chir nhit ABCD quanh BC ta dugc mét hinh tru ¢6 chiéu cao
h, = BC = a, bdn kinh ddy R, = AB = 2a.
Thé tich hinh tru d6 1a V, = n (2a) 2a =2 (2ma’) = 2V,.
Viay V, =2V,.
Vi du 4. Bai todn Ac-si-mét.
Nguti ta nhan chim hoan toan mdt twong di nhd vao mot lo thuy tinh c6
nuéc dang hinh tru. Dién tich ddy lo thuy tinh la 12.8cm”. Nudc trong lo
dang lén thém 8,5mm. Héi thé tich clia twong da 13 bao nhiéu ?

Giai
Thé tich tugng dd d6 ding bing thé tich khdi nudc dang lén trong lo. Thé
tich d6 duoc tinh bang cong thic V = Sh.
Vi $ = 12,8cm’ va chiéu cao h = 8,5mm = 0,85cm.
Viy V = 12,8.0,85 = 10,88 (cm”).
Vi dy 5. Mot cdii chai phia dudi I3 hinh try
chita luong nuéc c6 chiéu cao 10cm
(H.270a). Ngudi ta 1at nguge chai lai thi
phén chai khong chia nudc 12 mot hinh tru
¢6 chiéu cao 8cm (H.270b). Tinh thé tich
cta chai, biét ring duimg kinh clia ddy chai 5
béng 10cm. -

'

Giai
Thé tich ciia chai bing 16ng cdc thé tichclia = 10w ™
kh6i nude hinh tru & (hinh 270a) va phén a) b)
chai khong chita nuéc & (hinh 270b). Hinh 370

Viy V =n.5%.10 + 1.5%.8 = 450r = 1413 (cm”).



III.

IL.

BAI TAP

Dién tich va chu vi cia mdt hinh chir nhat ABCD (AB > AD) theo thir tr la :
3a” va 8a. Cho hinh chir nhat quay quanh canh AB mot vong ta dugc mot hinh
tru. Tinh thé tich, dién tich xung quanh va dién tich todn phén ctia hinh tru nay.
Mot hinh chir nhit c6 chiéu dai gdp 4 ldn chiéu rong va c6 dién tich la

28cm>. Cho hinh chir nhat quay quanh chiéu dai mét vong ta dugec mét hinh
tru. Tinh dién tich xung quanh va thé tich hinh tru.

Mot hinh tru ¢6 dudng cao bang dudmg kinh ddy. Tinh dién tich xung quanh
va dién tich toan phén cia hinh tru biét thé tich ciia né la 128ncm3.

Mot hinh tru ¢6 bén kinh ddy 1a 4cm. Biét dién tich toan phédn gap doi dién
tich xung quanh. Tinh chiéu cao ciia hinh tru.

Mot hinh tru ¢6 dién tich xung quanh 1a 20mem’ va dién tich toan phan la
28ncm’. Tinh thé tich ciia hinh tru.

Dang 2
TINH DIEN TICH XUNG QUANH, THE TiCH
CUA MOT HINH HON HOP GOM NHIEU HINH
PHUONG PHAP GIAI

Tinh dién tich xung quanh hodc thé tich
<ua timg bo phan réi cong lai hoac trir di.

viDy
Vi du 1. Mot céi hdm bi-0-ga nhu (H.271).

Phin trén la nira hinh tru, phan dudi la mot ‘* \
hinh hop chit nhat véi céc kich thude cho o
trén hinh vé. Tinh thé tich him bi-6-ga \

; 22
(lay = = 3 ).

Gidi
— Thé tich ciia nira hinh duoc tinh theo cong thic :
v, -—%nth ViR =14:2=07 (m)vah=2m.
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Nén V, =:2|-.2Tz.0.'!2.2 = I.S4{rn]}.

~ Thé tich ciia hinh hop chirnhat 3 : V, = 1.1.4.2 = 2.8 (cm”).
Vay thé tich cia him bi-6-ga

V=V, +V,=154+28=434(m’)
Vi du 2. Hiy tinh thé tich, dién tich bé mat mét chi
tiét mdy theo kich thuée da cho trén (H.272).

Gidi
Chi ti€t mdy gém hai hinh tru, mot hinh tru ¢6 bén
kinh ddy R, = 5,5cm, chiéu cao h; = 2cm nén ¢6 thé
tichla:V,==n55.2.

Va mot hinh try ¢6 ban kinh ddy R, = 3cm, chiéu cao
hy = 7em nén ¢6 thé tich 13 V, = n.3%.7.
Thé tich cia chi tiét may nay 12 :
V=V, +V,=25522+n3%7=12357 ~ 388 (cm?).
Dién tich xung quanh ctia hai hinh tru la :

S, =m.11.2+ 7.6.7 = 64n (cm?).
Téng dién tich cic mat ngoai con lai 1a :

S, = n5.5° + 3(5.52 - 32) +n3t= 60,57 (cmz}.
Viy dién tich bé mat clia chi tiét may nay la :

S=64n + 60,51 = 124,57 = 391 (cm?).
Vi du 3. Mot vat thé c6 dang hinh tru,
ban kinh ddy va chiéu cao déu bing
2R. Ngudi ta khoan mot 16 c6 bén kinh

ddy bang R va chiéu cao bing 2R. Tinh
thé tich phan vat thé con lai (H.273).

Gidi
Thé tich vat thé hinh tru la :
V,=n(2R)22R = 8xR",
Thé tich 16 khoan hinh tru Ia :
V,=nR%2R = 22R°.
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Thé tich phan vat thé cdn lai la :
V=V,-V,=8R’-2aR’ = 6aR’.
III. BAITAP
6. Mot chi ti€t mdy c6 dang hinh hop chir nhit ¢6 cdc kich thudc 1a 20cm,

20cm, Scm. Ngudi ta khoan mét 16 hinh tru ¢6 dudmg kinh ddy 16cm va
chiéu cao Scm xuyén qua chi 1iét dé. Tinh thé tich phén vat thé con lai.

7. Mét chi ti€t mdy c6 dang hinh tru ¢6 duomg kinh ddy 25cm, chiéu cao S5cm.
Ngui ta khoét mot hinh hop chit nhat ¢6 kich thudc 1a 16cm, 16cm, Sem
xuyén qua chi tiét d6. Tinh thé tich phén vat thé con lai.

8. Mot chi tiét mdy c6 cdc kich thuéc nhu hinh vé. Hay tinh thé tich va dién
tich bé mat cua chi tiét d6 (H.274).

Gem
-

Tom
Hinh 274 Hinh 275
9.  Ldi cia mot cudn chi c¢é kich thudc nhu trén (H.275). Tinh thé tich clia chi
sau khi chi dugc cudn ddy vao 16i (1am tron dén s6 thap phan tha 2).
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Chi g¢ 2

DIEN TiCH XUNG QUANH VA THE TicH cUA HINH NON,
HINH NON cyr

KIEN THOC CAN NHGO

Hinh nén
Khi quay tam gidc vudng AOC mét vong quanh canh
g6c vuong AO c¢6 dinh thi dugc mot hinh nén
(H.276). Khi dé :
— Canh OC quét nén ddy clia hinh nén 12 mot hinh
trdn 1am O. A goi 1 dinh 12 AO goi la dudmg cao ciia
hinh nén.
= Canh AC quét nén mat xung quanh ciia hinh nén,
moi vi tri cha AC duoe goi la mot dudng sinh. Chéng
han AD la mot dudmg sinh.
Dién tich xung quanh cta hinh nén

Syq=nR/

Sip=nRI+ R’

(R 1a bdn kinh ddy, [ 1a duomg sinh).
Thé tich clia hinh nén

Vs = %n R*h (h Ia chidu cao).

Dign tich xung quanh va thé tich cia hinh nén cut

Khi cit hinh n6n béi mot mat phing song song véi ddy thi phin mat phing
ndm trong hinh nén 1a mot hinh tron. Phdn hinh nén
ndm gilta mat phing ndi trén va ddy duoc goi I hinh
nén cut (H. 277).

Syq=n(R; +Ry)1

|
me=inh(R|2+R§+RlR2}

Hinh 277



IL.

CAC DANG BAITAP CO BAN

Dang 1
TINH S6 PO CUNG HOAC BAN KiNH HINH QUAT TRON
k) - 7 ? ? #
HOAC NUA GOC U BINH CUA HINH NON
PHUONG PHAP GIAI
1. V& hinh minh hoa nhu H.278.
2. Tinh d6 dai cung BD cta hinh quat
theo cong thiic Cyyy = 27R .
3. Tinh s6 do cung (hodc gic & tam)
n” theo cong thiic :
R quar -0
180
4. R yy = / 12 dudmg sinh clia nén.
5. Tinh nira géc & dinh a phai xdc dinh canh ké, canh d6i cia tam gidc
vudng chira a.
vi DU
Vi du 1. Tinh s6 do cung cia quat trdn
nhu hinh vé (H.279).

Giai

Caiy = 2mRpgq =

Hinh 278

y TR auat X
Ap dung cong thic : 2nR 4, = —:‘;{;;
Ma Ry = 2cm, R, = 6cm la duomg
sinh clia nén nén :

% e X o
180

quat

Viy s6 do cung cla quat tron la 120°.

Vi du 2. Khi quay tam giic vuéng dé tao ra mét hinh nén nhu & hinh 276 thi
géc CAO = a goi la nira géc ¢ dinh cba hinh nén, d§ dai duémg sinh la a,
Tinh sé do cung cta hinh quat khi khai trién mit xung quanh cta hinh nén.
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Giai

: nR .n
Ap dung cong thic 2nR 4, = . .. Liraliewngn 360.R 6n :
180 qu

Vi Ryyy =1 = a, Ryg, d6i dién véi géc 30° trong tam gidc AOC vuong tai C.
C6 canh huyén la a nén R4, = % .

Dods: 204 _ 180,
2.a

Viy s6 do cung cta hinh quat la : 180°,

Vi du 3. Hinh khai trién mat xung quanh ctia mét hinh nén la mot hinh quat
bi€t Ry, = 16cm, s6 do cung 1a 120°. Tinh tang ciia nira géc & dinh cia
hinh nén.
Gidi
Trén H.278, vi R4, d6i dién véi nira géc & dinh o cla tam gidc vuong
AOC nén :
tana = Radn.
AO
nR

. n
Ap dung cong thic : 2R 4, = ﬁfu ‘

Bt
Ta g Rygy = —28= . 12018,

Laic6 AC=1=R,, = 16.

Ap dung hé thiic Py-ta-go vio tam gidc AOC vuong tai O, thu dugc

2
AC? = C0? + OA? hay 16 = (%) +OA?

[ -] 0&2 — [ﬁ)z
3

= 0A= 32:5 (viAO>0).
Vly tana = E:ﬂ=£_
3 3 4



III. BAITAP

10. Mot hinh nén ¢6 ban kinh ddy Tem,

IL.

chiéu cao 24cm. Sau khi khai trién
mat xung quanh, ta dugc mot hinh
quat. Tinh s6 do cung hinh quat nay.
Viét cong thic tinh nira géc & dinh
ca mot hinh nén (o 13 gée cua tam L '
gidc vuong SOA (H.280)) sao cho A{~
dién tich mat khai trién cia mit nén
bing mot phin tu dién tich hinh tron
bin kinh SA.

Dang 2
TINH DIEN TICH XUNG QUANH, THE TiCH CUA HINH NON,
NON CUT VA CAC PAI LUONG CO LIEN QUAN NEU BIET
HAI TRONG BA YEU TG : BAN KINH PAY, CHIEU CAO,
PUONG SINH

PHUONG PHAP GIAI

1. Xéc dinh cong thic.
2. Tim y€u 16 con lai nhd hé thic lugng trong tam gidc vuong.
3. Thay gia tri rdi tinh.

viDy

Vi du 1. Tinh dién tich xung quanh va thé tich
ciia mot hinh nén khi quay tam gidc vuodng can
SOA c6 canh huyén SA = 3cm quanh canh géc
vuong SO ¢6 dinh.

Gidi (H.281)
« Ap dung cong thiic S, = nR/. Hinh 281
Vi dudmg sinh / = SA = 3cm. Ta con phai tinh R = OA.
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Vi tam gidc SOA vudng cin tai O nén géc S bang 45° vi OA doi dién véi

goc 45°, do dé6 sind5° = L8
SA
Hay  OA =SAsind5° = ﬂ (cm).
W2 9:=J“ 3

m®)

Vay qu— 73—

Lai cé chiéucaoh=80=0A = %cm nén thé tich ctia hinh nén 1a

2
e 17{3\5] W2 _9n2 i )
3|2 2 4

Vi du 2. Tinh dién tich xung quanh vi thé tich cia mot :
hinh nén khi quay tam gidc vuong AOB c6 OAB = 30°
quanh canh géc vuong AO = 4cm.
Gidi (H.282)
~ Ap dung céng thic S,q=7RL e
Tacé : R'= OB va dudmg sinh / = AB.
Vi R d6i dién v6i géc 30° va AO = dem ké véi goc 30° nén Hinh 282

tan30° = B < R =0A.1an30° = ﬂ (cm).
OA 3

F
sin30°=54::>f= R__4 31(2=BJi (cm).
sin30° 3 3
A
Vay qu=ﬂ. 433.8;‘5 = 3? {cmz).

Do hinh nén c6 chiéu cao h = OA = 4¢m nén thé tich cia hinh nén 13 -

2
va Ll [8BY s
3 3 9

Vi du 3* Mot hinh nén cut ¢é cic bin kinh ddy 1a 6em va 9cm chiéu cao
bing 4cm.

a) Tinh dién tich xung quanh cta hinh nén cut.

b) Tinh thé tich ciia hinh nén sinh ra hinh nén cut dé.




1l

12.

13.

14.

’ Gidi (H.283) S,
a) Ap dung cong thic S, = w (R, + Ryl
V6iR, = 6cm, R, = 9cm va [ = AB. F g
Ké Al L OB thi ui gidc OO'Al ¢6 ba géc vubng nén
2 hinh chi¥ nhat, do d6
Al=00"=4cmvaIB=9-6=3(cm).

Ap dung hé thic Py-ta-go cho tam gidc AIB vuong
tai I 1a duoc :

AB* =B’ + 1A% hay AB? = 3* + 4* = 52 <> AB=5 (cm)
Vay S, =7 (6 +9).5 = 5% (cm?),

Hinh 283

b) Ap dung cong thiic : V = %nth trong d6 : R = 9cm va chiéu cao h = SO.

Goi SO' =xem(x>0)thih=x + 4.

Ap dung hé qua cla dinh Ii Ta-1ét cho O'A // OB thu dugc
SO'_OA L x 6 2
SO OB Px:14 9 3

x+4 x+4-x

3 52

=4 < x=8nénh=12(cm).

= %n_gz.lz = 324n (chL

Mét hinh nén c6 bén kinh ddy bdng 5cm va dién tich xung quanh |a 65mem’.
Tinh thé tich clia hinh nén dé6.

Mot hinh nén ¢6 dudmg sinh dai 17cm va dién tich xung quanh la 136mcm’.
a) Tinh chiéu cao ctia hinh nén dé.
b) Tinh dién tich toan phén va thé tich cia hinh nén.

Mot chiéc x6 hinh nén cut lam bing ton dé dung nudc ¢6 cic bin kinh ddy
1& 14cm va 9cm, chidu cao la 23cm.

a) Tinh dung tich cta xo.
b) Tinh dién tich 16n d¢ 1am x6 (coi nhu dién tich cdc mép gip khong dang ké).
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DANG 3
TINH DIEN TiCH XUNG QUANH, THE TicH
CUA MOT HiNH HON HOP, GOM NHIEU HINH

PHUONG PHAP GIAI
Tinh dién tich xung quanh hodc thé tich cuia timg b6 phin réi cong lai hoic
trir di.
Vi DU _
Vi du 1. Tir mot khéi gé hinh lap phuong E
¢6 canh bang 1, ngudsi tho tién c6 thé tién
ra mot hinh nén nhu hinh 284. Hay tinh :
thé tich clia hinh nén va cho biét nguisi thg i \

tién d6 loai bo bao nhiéu vat liéu. ,.";{;:=--------=:‘~-~ y ettt

1 12 n
V=—xn|—=| .l =— (dv1).
() 12{ )

Ap dung cong thitc

3 \2

S6 vat litu ma ngudi thg tién loai bo Ia

hi¢u giira thé tich ciia khéi 1ap phuong va thé tich ciia kh6i nén.

Vay s6 vat liéu bi loai bb I | -%: ]21; LY

Vi du 2. Cii mi béng vai da cia nhi a0 thuat véi

cic kich thuéc nhu hinh 285. Hay tinh tng dién ; T

tich vai cdn c6 A€ 1am nén cdi mii (khong ké vién, |

mép, phin thira). E
Gidi :

Cai mil gébm hai bo phin :

— Bo phan hinh tru véi chiéu cao h = 30cm, bin

kinh ddy

Hinh 284

R

35-2.10
2 22 =75 (cm). Hinh 285

- B0 phan vanh mi (hinh vanh khan) véi dutmg kinh ngoai



R= 2 =17,5cm.
2

Dién tich vai can ding gém dién tich xung quanh cua hinh tru va dién tich
hinh trdon vinh mi (dién tich dinh mi bl vao phin khoét thing cia vanh
mi).
Tacéd S=S8.gy+ Syon=2nrh +nR?

=27.7.530 + n (17.5)

=756,25 (cm”).
Vi du 3. Mot dung cu gdm mot phdn c6 dang hinh
try, phén cdn lai c6 dang hinh nén. Cic kich thudc
cho trén hinh 286. Hay tinh :
a) Thé tich clia dung cu nay.
b) Dién tich mat ngoai clia dung cu (khong tinh nip
day).

Giai
Dung cu nay gém hai bo phan :
— Bo phan hinh tru ¢6 ban kinh ddy R = 70cm, chiéu cao h = 70cm.
- B6 phan hinh nén ¢6 R = 70cm, h = 90cm va duéng sinh [ = V702 +902
= 10v130 (cm).

a) Thé tich ctia dung cu nay béang tdng thé tich cua hinh tru va hinh nén :

V = n.70%.70 + %n.?ﬂz.gﬂ — 490000% (cm’) = 0,49 (m®).

b) Dién tich mat ngoai 1a tdng dién tich xung quanh cia hinh tru va dién tich
xung quanh ctia hinh nén :

$=27.70.70 + .70.10130 = 558.33 (cm®) ~ 5,58 (m’).
Vi du 4. Mot hinh tru va mét hinh nén ¢6 chung ddy, duémg cao cia ching
bing nhau (H.287). Tim méi lién he¢ giira bin kinh ddy va dudmg cao cia
hinh tru d¢ dién tich xung quanh cta hai hinh bing nhau.

Giai

Goi r, h 12 bdn kinh ddy vi duimg cao chung cta hinh tru va hinh nén ; / la
dudmg sinh cta hinh nén. '
Tacé S = 2nrh ; Sy, = mrl.

Aq tru
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Dién tich xung quanh ciia hai hinh bing nhau khi va chi khi
2nrh = nrl

— 2h = , a"' E :‘1
JI' E "-.‘!
& 2h= Vhe +¢? fomoN
e ahi=hl+ '."*
o3’ =reor= h3,
BAI TAP Hinh 287

Tir mgt khdc gé hinh tru c6 ban kinh déy 12 6cm va chiéu cao 14cm ngudi ta
tién thanh mét hinh nén c¢6 chiéu cao bing chiéu cao clia hinh tru v bén
kinh ddy 1a 6cm. Hoi thé tich phin gé tién bé di 14 bao nhiéu ?

Cho tam gidc ABC c6 BC = 6¢cm, chiéu cao tuong img bang 4cm. Tinh thé
tich cha hinh tao thanh khi quay tam gidc mot vong quanh canh BC.

Cho hinh thang vuong ABCD (A =D =90°) ¢6 AB = AD = a, CD = 2a.
Quay hinh thang vuéng mot vong quanh canh AD, ta dugc mot hinh ¢6 thé
tich V. Quay hinh thang vu6ng mét vong quanh canh CD, ta duge mét hinh
c6 thé tich V,. Tinh ti s6 V, : V,,

Cho tam gidc ABC (A =90°) c6 canh BC = 10cm va AB = 8cm. Tinh thé
tich toan phén ctia hinh tao thanh khi quay tam gidc mot vong quanh canh BC.
Cho hinh binh hanh ABCD véi AB = 2, AD = x (x > 0) v BAD = 60°,

a) Tinh dién tich toan phdn S clia hinh tao thanh khi quay hinh binh hanh

ABCD diing mot vong quanh canh AB va dién tich toan phin S, cua hinh tao
thanh khi quay quanh canh AD.

b) Xdc dinh gid tri x khi S=§,.



Chi € 3
DIEN TicH MAT AU VA THE TicH HINH cAu

KIEN THUC CAN NHO
Hinh ciu

Khi quay nira hinh trdn tam O, bédn kinh R mot
vong quay duimg kinh AB c6 dinh thi dugc
mat hinh ciau (H.288).

~ Nira dudmg tron trong phép quay néi trén
quét nén mat cdu.

- Diém O duge goi 14 tdm, R 14 bdn kinh cua
hinh cdu, mat cdu dé.

Cat hinh cdu bdi mét mat phing
1. Khi cat hinh cdu béi mét mat phing ta duoc
mot hinh tron.

2. Khi cdt mat cdu bin kinh R b&i mot mat phing ta duoc mot dudmg tron.
— Duimg tron ¢6 bén kinh R néu mét phing di qua tam (goi 1a dutmg tron Ién).
~ Dudmg tron d6 6 ban kinh r bé hon R néu mat phing khong di qua tam.
Dién tich mat ciu

S = 4nR” hay S = nd’ (R Ia ban kinh, d 1a dudng kinh ciia mat cu).
Thé tich hinh cdu

v=2m3
3

Hinh 288

CAC DANG BAI TAP CO BAN

Dang1
TINH DIEN TiCH MAT CAU, THE TiCH HINH CAU
KHI BIET BAN KINH CUA HINH CAU HOAC NGUOC LA,
TINH BAN KINH HINH CAU KHI BIET THE TicH
HOAC DIEN TiCH CUA NO

PHUONG PHAP GIAI

1. Xdc dinh cong thuc tinh V., S, theo R.

2. Tim R tir ciic cong thie V, Sw.
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I1.

Vi DU

Vi du 1. Néu thé tich cha mét hinh cdu la 113% em® thi ban kinh cia né

bing bao nhiéu ? (liy n = 2_’% ).

Gidi
Ap dung cong thiic : V = %nk’. vGi V = II3—;-=3:-21:
Tacé %:%.%.R"‘ oR*=3 o R=3m

3 22

m,R=—

=

Vi du 2. Mét khinh khi cdu 1a hinh cdu c6 dudmg kinh 1 1m. Hay tinh dién
tich mat khinh khi cdu dé (lam tron két qua dén chir s6 thip phéan thi hai).

Gidi
Ap dung cong thitc S=nd’ mad = 11m.
Vay S=m.11% = 121z (cm®) = 380 m’.

Vi du 3. Céc loai béng cho trong bang déu c¢6 dang hinh cdu. Hiy dién vio 0
trong trong bang sau (lam tron két qua dén chir sé thap phan thi hai).

1 ud khi 1
Loai bong 0 Q e Qud tenmit Qud Qud bi a
béng gon con cdu béng ban
Buding kinh 42, 7Tmm 6.5cm 40mm 61lmm
bo dai dudng
23cm
tron lém
Dién tich
Thé tich

Ted 16 : Cot 1 : 134,08mm ; 5725,13mm? : 40743 85mm".
Cot 2 : 7,32cm ; 168.25¢cm” ; 205,26cm”.

Cot 3 : 20.41cm ; 132,67cm?, 143,72cm’.

Cot 4 : 125,60mm ; 5024mm” ; 33493,33mm’.
Cot 5: 191,54mm ; 1168,94mm? ; 118786,72mm".
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20.

21.

I1.

BAI TAP
Mot hinh cdu c6 s6 do dién tich (tinh bing cm?) diing béng hai ldn s6 do thé
tich ciia n6 (tinh bing cm”). Tinh bén kinh cta hinh c4u 12 thé tich ciia né.

Mot hinh cdu ¢é dién tich bé mat 12 1207m”. Tinh thé tich ctia hinh cdu d6.

Dang 2
TINH DIEN TiCH, THE TiCH CUA MOT HINH HON HOP,
GOM NHIEU HINH

PHUONG PHAP GIAI
Tinh dién tich, thé tich cia timg bo phan réi cong lai hoac trir di.
Vi DU
Vi du 1. Mot khoi gb dang hinh try, bén kinh ddy AR e
chiéu cao 2R (don vi :cm). Ngudi ta khoét réng hai 3
nita hinh cdu nhu H.289. Hay tinh dién tich bé mat | .=~ (%
clia khéi gé con lai (dién tich ca ngoai lin trong). 3 i

Gidi =
Dién tich bé mat ctia khéi gé con lai bao gém : \___/
~ Dién tich ngoai 1a dién tich xung quanh ctia hinh tru Hinh 289

¢4 bén kinh ddy R va chiéu cao h = 2R cé dién tich §; = 2n.R2R.
= Dién tich trong la dién tich hai nira mat cdu ban kinh R.
Vay dién tich cdn tim la :

S=27R.2R + 4nR? = 87R? (cm?).
Vi du 2. Mot cdi bon chita
xang gém hai nira hinh cdu va
mot hinh tru (H.290). Hay tinh

thé tich cia bén chua theo kich
thude cho trén hinh vé.

Gidi £
Thé tich cha bdn chia xang ¥
gém thé tich cia hai nira hinh Hinh 290

3,62m
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cdu c6 ban kinh 0,9m nén c6 thé tich V, = :;—ml?l.!i‘:‘i va thé tich cia mdt hinh

tru c6 ban kinh ddy R = 0,9m va chiéu cao h = 3,62m nén cd thé tich
V,=n(09)7362.
Vay thé tich cla bdén chifa la : \

V=V, +V,=1092362+ %n.o_tﬁ ~ 12,26 (m’).

Vi du 3. Hiy tinh thé tich cdc hinh dudi day theo kich thudc da cho (don vi cm).

8, 4cm

12,6cm

a) b) c)
Hinh 291
a) (H.291a) Hinh cén tinh thé tich gém :
— Mot hinh tru ¢6 bédn kinh ddy R = 6,3cm, chiéu cao h = 8.4cm nén ¢6 thé tich
V, =16,3%.8.4 = 333,3967 (cm’).

= Mot nira hinh cdu ban kinh R = 6,3cm nén c6 thé tich la

V,= %.%u.ﬁ. 3 = 166,698n (cm’).

Vay thé tich ciia hinh cén tinh a V = V| + V, = 500,0947 (cm”).
b) (H.291b) Thé tich hinh cdn tinh gém :
~ Mot nira hinh cdu bdn kinh R = 6,.9cm nén c6 thé tich la :

V, = %.gmwl = 219,006% (cm”).



I1I.

22.

13A-PP giai TY. HH

— Mot hinh nén cé bdn kinh diy R = 6,9cm, chiéu cao h = 20cm nén c6 thé
tich la

V,= —;-::.6.92.20 = 3174% (cm’).

Vay thé tich cta hinh cén tinh 1a :
V=V, +V,=7536406n (cmj).

c) (H. 291¢) Hinh cin tinh thé tich gém :

— Mot nira hinh cdu bdn kinh R = 2cm nén ¢6 thé tinh la
V,= —=22 = IE’TR (cm®),

— Mot hinh tru cé ban kinh R = 2cm: chiéu cao h = 4cm nén c6 thé tich 1a
V= n2’4 =16 {cm3).

— Mot hinh nén ¢6 ban kinh ddy R = 2cm, chiéu cao h = 4cm nén c6 thé

tich la

| 16 3

V=~+u22.4=—-— cm’).
373 3 o)

Viy thé tich cia hinh cén tinh la :
V=V, +V,+V;= -6%71 (cm’).
BAI TAP
Mot bdn chita xang ddu c¢é phdn dudi la mét hinh tru véi chiéu cao bing

dudmg kinh ddy va phén trén la nira hinh cdu ¢6 duémg kinh bing duéng kinh
hinh tru. Biét dién tich bé mat cia bon chia la 445m’. Tinh thé tich ciia n6.

Mot dé choi gébm mét hinh nén gan véi nira hinh céu.
Biét thé tich hinh nén gap doi thé tich nita hinh chu. Tinh (7r——..rm-aroo )

ti 56 duding cao vi ban kinh ddy cla hinh nén. \._,____,.("
Hinh 292 mo ta mét hinh ciu duge dat khit vao trong 3 Rem k
mot hinh tru, céc kich thuée cho trén hinh vé. . MeaTe
Hay tinh :

a) Thé tich hinh cdu, 25

b) Thé tich hinh try.
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¢) Hiéu giira thé tich hinh tru va hinh cdu.
d) Thé tich ctia mét hinh nén c6 bén kinh ddy 12 Rem va chiéu cao 2Rem.
¢) Tir cic két qua a), b), c), d) hdy tim méi lién hé giita ching.

LOI GIAI - HUGONG DAN - PAP SO

CHU pf 1
GoiAB=x,AD=y (x> y) thi:
Xx+y=4a X=4a-y Xx=4da-y k==Y
2 (=2 2 2 L= — y=a
Xy =3a y“ —4day+3a“ =0 (y-a)y-3a)=0 _—

Dox>ynénx=3ay=a.
Khi quay hinh chit nhat quanh canh AB ta dugc hinh tru ¢é bén kinh ddy
R =a va chiéu cao h = 3a.
Vay S, =2na3a=6ra’ (dvdt)
V= r:.az.3a = 3na’ (dvit)
Sip = Syq + 2544y = 6ma’ + 2ma’ = 8xa’ (dvdr).
Goi chiéu rong cia hinh chi nhat 12 x (cm) (x > 0) thi chiéu dai ctia hinh chit
nhat la 4x.
Liic d6 dién tich ctia hinh chir nhat 12 4x” = 28 &< x = V7 (vi x > 0).
Khi quay hinh chu rthat quanh chi¢u dai mot vong ta duge mot hinh tru ¢6
chiducaolah= 4\!’:.'- cm, bdn kinh ddy 1a V7 cm.
Viay §,= 207 4VT =56m (em?)
V=nr(v7)24V7 =282V7 (cm?).
Ap dung cong thitc : V = nR’h.
Do h = 2R va V = 1287 nén ta ¢6 phuong trinh dn R
R’z =128n < R'=4°= R=4(cm).
Nén Sy, =2m4.2.4=64x (cm?)
Sip = Syq + 284, = 64m + 2r.4” = 967 (cm?).

138-FP giki TW_HH



Vihinh trucé §,, = 25, hay 2§, = S, + 25, nén Sy = 2544y
Dodé: 2nRh=2.2R% <> R =h.
MaR =4cm. Viy h = 4cm.
Vi §ip = Syq + 284, nén 287 = 20n + 2R’
e R=21o R =2 (cm).

Mat khic. S,Lq =2n.2h=20n < h=5 (cm).
Viy V= 7225 =20n [Cm3).
Thé tich ciia hinh hop chi nhat 1a V, = 20.20.5 = 2000 (cm’).
Thé tich ciia 16 khoan hinh try la V, = 7.8%.5 = 320% (cm”).
Thé tich phdn vat thé con lai la :

V=V, =V, =2000 - 320x = 13002 (cm’).
Thé tich ctia vat thé hinh tru 1a

2
V, = n(?] 5 =781.25% (cm”).

Thé tich cia hinh hép chir nhat 1a :
V, = 16.16.5 = 1280 (cm’).

Thé tich phan vat thé con lai la :

V=V, - V,=78125x - 1280 = 1173,13 (cm’).

(H.274) Chi ti€t mdy gém hai hinh :

— Hinh tru ¢6 bin kinh ddy R = 3cm, chiéu cao h = 20cm nén ¢6 thé tich
V, =n.3%.20 = 1807 (cm?).

— Hinh hop chir nhét ¢6 ba kich thuée la 10cm, 10em, Scm nén c6 thé tich
V, = 10.10.5 = 500 (cm’).

Vay thé tich cia chi tiél may nay 1a :
V=V, +V, = 180n + 500 = 1065,2 (cm’).

- Dién tich xung quanh cta hinh tru la :
S, = 27.3.20 = 120% (cm”).

— Dién tich xung quanh cta hinh hop chit nhat la
S, =2 (10 + 10).5 = 200 (cm°).

— Tong dién tich cdc mat ngoai con lai la
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Sy =137+ 2.10% - m.3% = 200 (cm?).
Viy dicn tich bé mat cua chi tiét may la :
S=120m + 200 + 200 = 776.8 (cm’).

(H.275) Thé tich cla chi sau khi duoc cudn ddy 13 hicu hai thé tich cia hai
hinh tru.

Hinh try thi nhat ¢6 ban kinh ddy la R, = 2,5cm, chiéu cao la 8cm nén cé
thé tich V, = 1.2,5° 8.

Hinh tru thi hai 1a 15i ¢6 bin kinh ddy Ia R, = 0,5cm va chiéu cao Ja 8cm
nén 6 thé tich V, = 1.0,5%.8.

Vay thé tich cia chi sau khi duge cuon ddy la

V=V,-V,=2258-7058 = :1'- 8 (52— 1) = 48z ~ 150.72 (cm?).

CHU BE 2
(H.293) Khi khai trién mat xung quanh
cua hinh nén 1a duge hinh quat ¢6 do dai
cung AB = 2nR 4, = 21.7 = 14n (cm).

Ap dung cong thiic :
B s TR quat-D
180°
Ma Ry =/=v24? +7% =25 (cm).
Nénns= ISS'MK = 100.8.
Viysd AB = 100.8° (hay 100°48").
(H.280).
Vi OA d6i dién véi goc a trong tam giac SOA vuong tai O nén
; OA R
sing. = —=—,
SA |

Do Sgyu = Speq hay -1;—" =nRl < I =4R.



12.

13.

14.

Vay sina = % = 41 =0,25 nén a = 14°28".

Ap dung cong thic V = %uR 2h, ¢6 R = Sem ta con phai tinh h = SO.
Tir gia thiét
Sw= nRI=65n=1= ﬂ =13 (cm).
5n
Ap dung h¢ thic Py-ta-go vio 1am gidc SOA vuong tai O ta duoc
SA’= AO? + 08’ hay 13* = 5% + h® = h? = 12
= h=12cm.

Viy thé tich ctia hinh nén 1a : V = % n.5%.12% = 100n (em’).

(H.294)
a) Ap dung hé thic Py-ta-go vio tam gidc SOA vudng
tai O, 1a dugc
F=R +h
oh=P-R*=17-R%.
Lai ¢6 S,y =Rl = 1361 hay R = o 8 (cm).
17
Nenh®=17-8% =15’ ¢ h = 15cm (vi h > 0).
b) Vi§,, =S, + Sy nén S, = 1367 + 64x = 200n (cm’).

Thé tich ctia hinhnén la : V = %nth = %.—:.s’. 15 = 320% (cm’).

(H.295)

a) Thé tich cua xo la

V= %nh(Rf +R3 4R |R,)

= %H.ZS (147 + 97 + 14.9)

= 9702 (cm’) = 9,7 (dm”).
Vay dung tich cia xo6 1a 9,7 lit.
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b) Dién tich 1on dé lam xé chinh la Sxq cua non cut cong vai dién tich day
nho. Ma S, = n (R, + Ry) = 23nl va dién tich ddy nho la :
Saiy =1.9” = 81x (cm).
Ta phai tinh dudmg sinh [ = AD.
Ap dung hé thiic Py-ta-go cho tam gidc AHD vuong tai H ta duoc

AD’ = DH’ + HA® hay I = 23" + 5% = (V554 )2 & 12235 (cm).

Nen S, =237.23,5 = 540,57 (cm?).
Viy dién tich ton dé lam xo la
S = 540,57 + 817 = 621,57 (cm?) = 1952cm”.
(H.296)
Vi Vy=1R’;

Vm = %ﬁth.

Nén thé tich phin gé tién bo di la :

V=V~ Vo= —i— aR%h = % 7.6%.14 = 336n (cm”).

(H.297) A

Khi quay tam gidgc ABC mot vong quanh canh
BC 1a duge hai hinh nén ¢6 chung ddy 1a hinh :

tron ¢6 ban kinh R = d4em, téng hai chiéu cao 2 ¢
ctia hai hinh nén la 6cm. Thé tich cda hinh tao

thanh chinh 1a téng thé tich ctia hai hinh nén 6em

itn: V= %nRi.BH . -]jrrRz.HC Hinh 297

= %nRz.BC = %11:.42.6 =32n (cmsj.

— Khi quay hinh thang vuong ABCD mot vong
quanh canh AD ta dugc mot hinh nén cut c6 R, = a,
R, = 2a vi chiéu cao h = a (H.298a) nén

Tna’

3

v,=-;-a(a2+4a2+2a2}=



18.

19.

_téng dién tich xung quanh ciia hai hinh nén.

— Khi quay hinh thang vuéng ABCD mot vong
quanh canh CD ta dugc mét hinh gébm mot hinh
nén va mot hinh tru ¢6 chung bdn kinh ddy R = a
va ¢6 chiéu cao bang nhau h = a (H.298b).

Nén ¢6 thé tich bing 16ng hai thé tich clia hinh tru
va hinh non :

=

4na3

3

Vz = l:taz.a + :n:az.a =
3

Hinh 298b

VaytisdoctaV vaV,la

(H. 299) Khi quay 1am gidc ABC vuong tai A mét 4

vong quay canh BC dugec mot hinh gém hai hinh O

nén cé hai dudmg sinh l4n lugt 1a AB = 8cm va qf

AC, chung bén kinh ddy R = AH (la dudmg cao ké

tir A dén BO). | c

~ Nén dién tich toan phén cta hinh tao thanh la
10cm

~ Hinh nén thir nhat cé dién tich xung quanh la :
S, =n.AH.8 = 8nAH.

— Hinh nén thir hai ¢6 dién tich xung quanh la :
S, =n.AH.AC.

Ap dung h¢ thiic Py-ta-go cho tam gidgc ABC vuong tai A, ta duoc :
BC? = CA? + AB” hay 10> = CA” + 8
< CA?=6% & CA = 6cm (Vi CA > 0).

Ap dung hé thiic vé dudmg cao ah = be, 1a cé
10,AH =8.6 < AH = 4,8 (cm).

Viy dién tich toan phén la :
S=S5,+S,=nAH (8 + AC)=n.4,8 (8 + 6) = 67,2 (cm®).

(H. 300) :

a) Khi quay hinh binh hanh ABCD mét vong quay canh AB thu duge mot
hinh gdm mot hinh tru do hinh chir nhat DHKC tao ra, hai hinh nén bing
nhau do hai tam gidc vuéng AHD va BKC bing nhau tao ra, nén

Hinh 299

199



20.

2L

200

S = Sy + 2Sxqnin = 2%.DH.DC + 22DH. DA = 2zDH(DC + DA)
Goi DA = x. Vi DH d6i di¢n véi goc 60° cia

tam giic ADH vuong tai H, nén
T hay ik
DA 4 £ 1

A g e A
Bl
DH = DA 5in60” = % it

V3
Vay : S=2u?x{2+x}=axx~ﬁ(x+2]. Hinh 300

Tuong tu nhu vay ta cling tinh duge S, = nx V3(x +2).

b) Ta thiy : S=§; & rxV3(x + 2) = 22V3(x + 2)
Sx(x+2)=2(x+2)
SX-2)(x-2)=0=2x=2(vix+2>0).

Vay x =2 la gid tri cén tim,

?
CHUPE 3
Goi bén kinh ctia hinh cdu 12 Rem thi dién tich mat cdu 1a S = 4R va thé
tich céa hinh cdu 1a V = %::RE‘ vi 56 do dién tich bing 2 ldn s6 do thé tich

nén taco:

4nR? = 2.% 7R’ & R =% (cm).

Vay thé tich clia hinh cdu d6 la :
3
4 (3 o9 3 .
V= 31![5] . {cm™).
Goi bidn kinh cua hinh cdu 1a R (m) thi dién tich cia mat cdu la
S=4aR*= 120n < R = V30 (m).

Vay thé tich ciia hinh ciu dé 1a: V = %n.( V30)* = 40730 (m?).
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Goi bin kinh ddy hinh tru 1a R (m) thi chiéu cao cta hinh tru 1a h = 2R (m),
bin kinh nita hinh cdu la R (m).
Bon chira xang gom hai phin
— Nira hinh céu cé dién tich bé mat 1a :
1

S = E.ﬂmR?: = 27R?.

— Hinh tru ¢6 bén kinh ddy R (m) vit chiéu cao h = 2R ¢6 dién tich bé mat 4
S, =8,,+ Sy = 2nR 2R + 7R’ = 57R”.

Do dé dién tich bé mat bon xang dé la :
S=8, +8, = 7TaR? = 445 (m%) =R = 4.5 (m).

" Thé tich bdn chira gém thé tich cia hinh tru cong véi mot nira thé tich cla

hinh cdu, do dé cé thé tich la
V =nR%2R + %nn-‘ - %nRJ = %m.s’ =763 (m’).

Goi R 1a bdn kinh ddy cia hinh nén va h 1a chiéu cao cia n6 thi bdn kinh
cua hinh ciu ciing la R.

Thé tich clia hinh nén bang El"-:tth , thé tich cla nifa hinh cfu la -g-srR“"

NEitnc: 2aldh =22 sk ol wiif,
3 3 R

(H. 292)
a) Thé tich hinh céu bén kinh R 1a : Vg, = %m’.

b) Thé tich hinh tru bdn kinh ddy R, chiéu cao 2R 1a : V,,, = tR*2R = 2xR’.
4nR®  2nR?

¢) Hiéu giifa thé tich hinh tru va hinh cdu 1a : Vi = 272R® - - :

"

d) Thé tich hinh nén bén kinh ddy R, chiéu cao 2R la:
1 .3 2. 4
Voo = =7R“.2R = =aR".
ndon 3 3

e) Tir cdc két qua trén suy ra : Thé tich hinh nén néi tiép trong mot hinh tru
bing trén gilia thé tich hinh tru va thé tich hinh c¢4u noi ti€p hinh tru dy.
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